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Resumo

Mediante as excelentes propriedades e caracteristicas dos materiais supercondutores
pretende-se neste trabalho analisar e dominar as equacgdes e solucdes diferenciais que
regem seu comportamento no que se refere a propagacdo de sélitons na forma de
fluxons nas jungdes Josephson. Apresentamos caracteristicas dispersivas e ndo-lineares
de fendbmenos ondulatérios, aplicando esses conceitos na propagagdo de sélitons em
linhas e redes de transmisséo elétrica, destacando-se, em Ultima anélise como se da sua
propagacdo em junc@es do tipo Josephson. Alguns principios fundamentais da mecéanica
guantica foram necessarios, bem como certas propriedades dos materiais

supercondutores.

No capitulo 2 tratamos de principios basicos sobre propagacdo de ondas bem como
suas principais propriedades fisicas. Ainda neste capitulo vemos uma abordagem
detalhada sobre dispersdo e ndo-linearidade em sistema elétricos, culminando na
deducdo classica da equacdo de KdV para descrever a propagacdo de solitons. Na
sequéncia vemos uma abordagem sucinta sobre mecanica quantica e algumas
propriedades principais dos supercondutores essenciais para a melhor compreensao da

propagacao de ondas soliténicas por meio de fluxons em jun¢ées do tipo Josephson.

Pagina | 6



LISTA DE ILUSTRACOES

FIGURA 1 PERFIL NO REFERENCIAL INICIAL. (A) PERFIL INSTANTES DEPOIS; COM G(X',0) = Y(X,0). (B)..cevvvreerrrreeecrrreeennen. 14
FIGURA 2 PACOTE DE ONDA COM VELOCIDADE DE GRUPO DADA PELA EQUAGAO (9) . vveerererieeeieierieeeree e evneeseee e 18
FIGURA 3 DISPERSAO DO PACOTE DE ONDAS A MEDIDA QUE ESTE SE PROPAGA. «...vtterurieeeurieeeaureeesireeessseeesssnseeesansees 21
FIGURA 4 LINHA DE TRANSMISSAQ ELETRICA LINEAR NAO DISSIPATIVA. c..uuvrirreereeareunrereeesesssaurrreeessssssssssneessessssssnsneeses 23
FIGURA 5 APROXIMACAO POR TAYLOR DE UM PONTO X=A, ONDE A E O INTERVALO ABERTO DE CONVERGENCIA X. ...cvvvreeens 24
FIGURA 6 LINHA DE TRANSMISSAQ ELETRICA LINEAR, DISPERSIVA E NAO DISSIPATIVA. ...eevvrerrrerrrrrrerereeereeeeeresesessrersmmseeee 29
FIGURA 7 REDE DE TRANSMISSAQ ELETRICA LINEAR NAO DISSIPATIVA. ...eeteurieeraureeesaurteeesureeesssureeessuseesssseeessssseeessnsees 32
FIGURA 8 CIRCUITO EQUIVALENTE PARA UMA REDE ELETRICA NAO-LINEAR DISPERSIVA. ..cccevvrurrrrieererensiiereeeeessssssnnsneees 44
FIGURA 9 SOLITON UNIDIMENSIONAL. SOLUGAO DA EQUAGAO (55) .1uveeeriririieiiireniieeiesesieessiesesiaessesssinesssessnsaesnsens 46
FIGURA 10 DENSIDADE DE PROBABILIDADE NORMALIZADAL. .....ueecuteieeieseeseeeneeesesseseesseessesssessesseseesnees 48
FIGURA 11 INTERFERENCIA ENTRE FEIXES DE ELETRONS. ..iectteecteteitteriteresieessresesssesssesesssesssesssssesssessssessssess 52
FIGURA 12 LINHAS DE CAMPO MAGNETICO. ..cuvtetteiteuieseeenieeieetessessesseesaeessesssesnsesnsesssessesssesssesnsesssesssesnees 56
FIGURA 13 DIFRAGAQO DE ELETRONS. ..icuttiiieittieeeiitteeeeitreeesesseeeesitseseasssssesasssssassssssassssssssssssssssssesasssssesnnsens 58
FIGURA 14 DIFERENCA ENTRE OS CAMINHOS PERCORRIDOS PELOS ELETRONS DO FEIXE 1 E 2. ....vvvevvenneee. 60
FIGURA 15 ARRANJO LINEAR DE ATOMOS IGUALMENTE ESPAGADOS. ...cecccvveeeriiieeeeereeessnseeeessseesssssesesnnsees 62
FIGURA 16 DENSIDADE DE CORRENTE ELETRICA NUM FIO CONDUTOR. ....vveeteterireeieeenieeeseeessneessneessnesnsnens 65
FIGURA 17 SUPERCONDUTOR. ..ctteteteiuuntreeeeesasaunnreeeeesssaaunnrereeesssaaansreneeesssaannreneeeessesannreneeeeesesannnnneneeesesannnnnneses 68

Pagina | 7



SUMARIO

N | N =10 ] 5 107X @ J U 10
2 SOLITONS: PRINCIPIOS FISICOS ....ooitirererereereressessssesessssssssssssssssesessssssssssessssssssssensnssns 14
2.1 ONDAS E DEFINICOES ..ueeeeeeertttieeeeeereessuneeeeesessssnaaseeessssssnaesessssssssnasesessssssssasesessssssnnnesesssssssnnnaeseees 14
720 0 R V=Y o Tox o F= Vo L= [T o Lo 17
2.1.2  PrincCipio de SUPEIPOSIGAD. .......coivrveuieierieiieiesieietesieteteste e ste st ste et stesse s etesse s ssessessesessessens 18
2.2 SOLITONS ..veeeeiteee ettt e e ettt e st e e st e e e s et e s e e e e sabe e e s eanre e e smr e e e s sabeeeseasr e e e s mneeesaaneeesanneeesannneesannenenan 19
2,21 DISPEISAD. ....eeieeteeteeteet ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt bttt at et et et e teeaeete et eat et enn 19
N - To B 1o =T T oo [ 21
2.2.3  EQUAGAD 8 KOV ...ttt ettt sttt ettt be bttt nas 22
2.3 SOLITONS EM REDES DE TRANSIMISSAOD ...vvvvervenrereeseessesseeseessensessessessessessesseessensensessessessessesseesensessenses 22
2.3.1 Onda Linear N&o Dissipativa em Linha de TransmiSSa0.........ccccerereererienieniesienieneeeieeenes 23
2.3.2  Solucéo para Equacdo de ONda LINEAN ..........ccccvvveueeieiesiesiesiesiietieieiete et 27
2.3.3 Poténcia e Densidade de Energia da Onda...........ccveerieerenieieienieieienieieesiessesies e 28
2.4 DISPERSAD ...veuveveteneeuestentesestestesesteseesestessesestestesesbeseenesbe e eseebe e ebesbe st ese s b et ese et et ebesbe e enesbe e enesbeneene 29
O R B T 1 oT=Y - T =Y 44 =T S 32
2.4.2 Dispersdo de um “Pacote” de ONAQS................ccovureeceevecuesiisiinieiinieieiesiesesieeneeeeeene 35
2.4.3 Abertura do Pacote de Ondas por Dispersao Induzida............ccccvevevrveveesinsesieeeieieienn, 40
2.5 CIRCUITO NAOD-LINEAR ... eettttteeeeeeeiietteeeeeeeeisttteeeeesesusbeaeeeeeeesanbeaeeeeeeesasssaaaeeeeesaaannbaneeaessasannes 42
2.6 DISPERSAO E NAO-LINEARIDADE: SOLITONS .....eeeeiurereratreeesnteesanureeesaseeessseeesansseeessnseesssnsesesssssesesannees 44
3. SUPERCONDUTIVIDADE: CONCEITOS DA MECANICA QUANTICA ...oeveeeeerrererennens 47
3.1, FUNGCAO DE ONDA ....ceeteriteeeeecresesstssssesssssesesssssesssessssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassens a7
3.2. OPERADORES QUANTICOS ....eeuttiutieiteeitesteesteeteetesutesatesaeesseesseeeesaeesseasseesseensesnsesasesasessessseensennns 48
3.2.1. IVIOMIBINTUM. ...ttt ettt ettt eae et e aesaesbeeaeeaeeaeennas 48
3.2.2. ENErgia CINELICA .....c.ceeveeeieieiieieee ettt 49
3.2.3. LT o - U RS SS 50
3.3. EQUACAQD DE SCHRODINGER ....ccceitviieeiireeeeiteeeeeitreeeeereeeesiseeeeessseeesisseeeesssesesesssesesssseeeesssesesesees 51
3.3.1. Equacao de Schrodinger Independente do TEMPO.......covevvirieieerieieesieecsee e 53
3.3.2. Equacéo de Schrodinger num Meio MagnétiCo .........c..eeerivueerieieenirieereieeseieesieeeas 55
3.3.2.1. Potencial Vetor em SiStemas QUANTICOS ......cueevieierreieerrieeesieeeesreeeesteeeesreeeesreeeesseesesreesnesseas 55
3.3.2.2. Difragao 08 EIBIIONS........cceuiieieiieerieteee ettt ettt s se st ne e sseneetenessenens 58
3.3.2.3. Elétron sob INFIUENCIA MAgNELICA.........ccvriiiriirieieieeeee sttt st sae s aens 62
3.3.3. DENSIDADE DE CORRENTE ELETRICA E A DENSIDADE DE PROBABILIDADE ........ccceeeeveneene 65
3.4. SOLITONS E O EFEITO JOSEPHSON......cutirttetieteeieriesitesitesteenseeeesueesseesseesseesesnsesasesaeesseesseensesnns 67
3.4.1. 0] ToF Lo TN T ST ] T o OSSR 67
3.4.1.1. JUNGEO PONtUAI € EStENAIAA .....c.eeveuiieiiieieieieceie ettt 71
34.1.2. FIOXON .ttt sttt et e st st et et e s bebe s eneenteneeteerensetans 73
CONCLUSAOQ ..cvreuerineeeeaseseassstsssessssastassstssssssssssssssstssssssssssstsssstssssssssssstassstssssssassssasssssssssssassseas 75
ANEXO A: POLINOMIO DE TAYLOR SEM RESTO c..cueiuerererererenenesesssesesesesesesesesesssesssesssesssenens 77
ANEXO B: VISAO GERAL SOBRE SERIE E TRANSFORMADA DE FOURIER .....ccecevvurerennne 79
ANEXO C: APROXIMAQOES DISCRETAS PARA A EVOLUCAO TEMPORAL DOS
ESTADOS QUANTICOS DE UM ELETRON SOB INFLUENCIA MAGNETICA......ccevuevruererenns 83
ANEXO D: DEDUCAO DA EQUACAQO DE CONTINUIDADE ......ccouereererererereseresesesesssesssesssenens 85
BIBLIOGRAFIA ...eeeeeeeeceteesetesetesesntsssstssesesessesssssessssesessesssasessssesessessssssssssessssssssanesensesssnsessnnesenes 87

Pagina | 8



Pagina | 9



1 Introducéo

Os efeitos ondulatorios sdo amplamente estudados no ambito cientifico, [1], [2].
Suas abordagens vado desde uma onda aparentemente simples propagando-se na
superficie de um lago até fenémenos mais complexos como a propagagdo de ondas
eletromagnéticas em meios materiais, como por exemplo, em fibras dpticas. Em suas mais
variadas formas de manifestacdo seguem um mesmo principio fenomenoldgico o qual é
descrito por uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, no caso de onda linear,
sendo que em alguns casos mais especificos aparecem termos que tornam a analise
desses efeitos mais eficaz, como quando tratamos de ondas nédo-lineares, dissipativas,
dispersivas ou quando lidamos com efeitos mais complexos onde essas formas
coexistem. E com respeito a este Gltimo caso que iremos trabalhar em nosso projeto.
Mais especificamente com fenémenos ondulatérios que justificam a definicdo de
solitons, a saber: ndo-linearidade e dispersdo. A palavra solitons refere-se as ondas
solitarias e nos remete a um significado bem caracteristico, ou seja, além de ser uma
onda localizada ela apresenta propriedades de matéria. 1sso se da pelo fato de que no
caso de uma colisdo entre dois solitons com propagacdo em sentidos opostos ambas as
ondas sairdo sem deformac&o no perfil. Sendo assim, o interesse nesse fenbmeno da-se
exatamente por conta dessa caracteristica, principalmente quando pensamos em
eficiéncia na transmissdo de sinais eletromagnéticos. A ideia da existéncia de um
fendmeno cujas propriedades nos permitem elevar o nivel de exceléncia no que diz
respeito a tecnologia de transmissdo e processamento de dados evidentemente traz
grandes interesses técnico-econémicos para a industria tecnolégica. Essas ondas ja tém
aplicacdes em transmissdo de dados por fibra Optica em longas distancias, em redes
elétricas como principio de funcionamento de osciladores de linhas de transmissdo nédo
linear, em sistemas bioldgicos e, para 0 nosso caso, em sistemas quanticos como no

caso da supercondutividade [3][4][6].

Em meados do século 19 John Scott Russell, um engenheiro naval escocés,
observou um curioso fenémeno ondulatério, hoje conhecido como Onda Solitaria ou
Soliton. Durante alguns anos cientistas renomados refutaram a idéia de que esta onda
possuia caracteristicas distintas das que até entdo eram observadas. Para eles era

impossivel que uma onda comportasse, a0 mesmo tempo, dois fendmenos de natureza
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diferentes — dispersdo e ndo linearidade — de forma que seu perfil se mantivesse
constante ao se propagar. Russell observou algo nada convencional para a época. Além
do mais, o fato de aquele efeito ondulatdrio percorrer uma grande distancia mantendo
praticamente a mesma forma, o deixou bastante intrigado. Com o passar dos anos,
apesar das duras criticas, aquela observacdo foi ganhando crédito na comunidade
cientifica e até os dias de hoje estamos descobrindo efeitos similares em diferentes areas

da fisica e da tecnologia.

A equacdo de Kortweg e de Vries, KdV, é de 1895 e comprova observacdes de
Boussinesq da onda solitaria. No século 20, com a necessidade de processamentos de
dados mais eficientes e rapidos, o campo da ciéncia ondulatéria se deparou com
problemas extremamente complicados cujas solucBes requeriam os mais sofisticados
métodos de solucdo computacional. Nessa época ja haviam se esquecido dos solitons,
porém, a idéia de ondas dispersivas e ndo-lineares equilibrando-se mutuamente
ressurgiu com mais forca e base tedrica. A partir de algumas analises e metodos
numeéricos realizados por Kortweg e de Vries foi possivel desenvolver um modelo
matematico que descrevia a propagacdo de uma onda solitaria unidirecional. Esse
modelo levou os nomes desses pesquisadores, mas é mais conhecida na sua forma
reduzida: equagdo de KdV. Proximo a metade desse século, um ramo da ciéncia e
tecnologia comeca a tomar forma e a desenvolver-se com caracteristicas proprias, dando

inicio a uma nova era: a microeletrénica.

A microeletrénica foi responsavel pelos grandes avancos tecnoldgicos da historia
moderna. Sua base esta fundada principalmente na tecnologia do silicio, cuja relevancia
no ramo é tanta que o impulso que suas inovagdes provocaram na economia mundial
levou muitos eruditos a creditarem a microeletrénica do silicio a responsabilidade pela
terceira revolugdo industrial. Desde a invengdo do primeiro transistor pela Bell
Telephone em 1947 a capacidade de processamento de dados e, como consequéncia, 0
répido avanco dos meios de comunicagdo ndo pararam mais. Hoje em dia ja se estudam
até processadores quéanticos. Evidentemente o mundo em que vivemos esta cada vez
mais dependente da eletricidade, e a microeletronica, ou melhor, a nanoeletrénica ocupa
um lugar fundamental nessa questdo. Tudo que fazemos estd quase que diretamente
relacionado com o uso de algum dispositivo eletrdnico; e essa parece ser uma tendéncia

irreversivel.
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Os dispositivos eletrénicos comerciais sdo baseados nos semicondutores, cujas
caracteristicas elétricas diferem daquelas propriedades observadas nos materiais
condutores ou isolantes. Trata-se de um componente intermedidrio que ora conduz
corrente elétrica, ora ndo conduz. E é justamente o dominio desta propriedade e das
técnicas de fabricacdo em microeletrbnica que permitiram a criacdo de circuitos
integrados que efetuam de centenas a milhdes de calculos por segundo. Ainda assim,
existe um fator mandatdério nesses dispositivos: a temperatura; o0 que traz a tona a
necessidade de melhorar a eficiéncia energética fazendo dispositivos mais rapidos e que
consumam menos. Neste sentido, em pesquisas que vém sendo feitas desde a primeira
década do século XX, descobriu-se outra categoria de materiais cujas propriedades
proporcionam grandes aplicabilidades, desde que sejam dominadas por completo. Esses
sd0 0s materiais supercondutores que possuem resisténcia elétrica nula, ou seja, ndo ha

perdas de energia por efeito Joule, como ocorre em outros materiais.

Os primeiros relatos e pesquisas sobre supercondutores datam de 1909-1912, sendo
o fisico Kamerlingh Onnes o primeiro a verificar resistividade zero do mercdrio e do
ouro. Os cientistas estavam interessados em descobrir como seria a resistividade de um
metal a temperaturas extremamente baixas, proximas do zero absoluto. Sabia-se que a
condutividade é provocada pelo movimento dos elétrons e que a resisténcia é devido ao
espalhamento dos elétrons pelos ions dos cristais metalicos. Duas questdes sugiram: a
amplitude de espalhamento diminuiria rapido o suficiente, a medida que se diminui a
temperatura, com o objetivo de produzir resistividade nula no zero absoluto? Ou a
mobilidade dos elétrons também diminuiria, provocando, assim, condutividade zero a
temperaturas proximas do zero absoluto? Se a natureza da resistividade seguisse a
ultima hipotese, entdo, como proposto em 1902 por Kelvin, a resisténcia de metais
puros diminuiria a medida que a temperatura diminuisse, atingindo um minimo e,

subitamente subiria infinitamente no zero absoluto.

Em seus primeiros relatérios para 0 KNAW (KONINKLIJKE NEDERLANDSE
AKADEMIE VAN WETENSCHAPPEN), Kamerlingh, citado acima, mencionou que
havia medido um minimo de resisténcia, indicando que a principio acreditava no
modelo proposto por Kelvin. Porém, observou que a 4,3K a resisténcia era muito menor
do que a medida a 14k em seu laboratdrio, mas ainda assim seus equipamentos eram
capazes de mensura-las. Além disso, entendeu que a resisténcia ndo deveria ser

independente da temperatura e que em temperaturas extremamente baixas e dentro dos
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limites de precisdo experimentais a resisténcia tornar-se-ia nula. O interessante é que
nesse estado a corrente elétrica no material permanecia constante e inalterada por horas,
mostrando que a mobilidade ndo cairia até anular-se. Além dessa propriedade muitas
outras foram descobertas, porém, ainda hoje a teoria da supercondutividade ndo esta
completa.

Um dos efeitos mais importantes dos supercondutores é o efeito Josephson em
corrente continua e alternada, DC e AC, preditos em 1962 pelo fisico britanico Brian
David Josephson. O primeiro diz que quando aplicada uma tensdo continua nos
terminais de dois supercondutores isolados por um fino dielétrico na auséncia de campo
magnético externo, uma corrente continua atravessaria este isolante por tunelamento. Ja
o efeito AC diz que se aplicarmos um potencial neste mesmo arranjo a corrente gerada
sera alternada e sua fase ird variar linearmente com o tempo. Outra propriedade dos
supercondutores € a quantizacdo do fluxo magnético em uma amostra, verificada
experimentalmente. A essa quantizagdo do fluxo damos o nome de fluxon. Esse
fendmeno apresenta caracteristicas interessantes de dispersdo e nao-linearidade, as quais
sdo verificadas em ondas do tipo sélitons cujas propriedades sdo analogas aquelas vistas

em redes elétricas.
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2 Solitons: Principios Fisicos

2.1 Ondas e definicoes

Fenbmenos ondulatdrios estdo presentes constantemente em nosso cotidiano.
Quando carros passam por uma avenida movimentada é possivel perceber a vibragédo
nas paredes e janelas dos prédios, mas, ndo ha contato fisico com os veiculos. O que
pode ter provocado esses efeitos sem que houvesse transferéncia de matéria ou contato
direto entre os objetos? A resposta é bem simples, embora a compreensdo em si nao o
seja. O que provoca, ndo apenas essas Vvibracbes mecanicas que acabamos de
mencionar, mas também muitos outros tipos de fendmenos que envolvem vibracdes e
efeitos ondulatdrios € a transferéncia de energia e momento através de um sinal ao qual
chamaremos de onda de propagacdo, ou apenas onda.[1], [2]

Trataremos neste trabalho apenas de ondas transversais unidirecionais, ou seja, seu
perfil é descrito no eixo y durante sua propagacdo em x. Seu perfil da-se por uma

equacado dependente tanto do espaco quanto do tempo, conforme equacgéo (1) abaixo.

y=y(x10) (1)

Assumimos, assim, uma onda livre a qual mantém sua forma inalterada ao longo
do espaco-tempo com uma velocidade v constante. Portanto, em outro referencial com a
mesma variacao de tempo (t = 0), a onda tem perfil semelhante, como ilustrado na

Figura 1a e 1b abaixo.

| E:I :b‘:'

=]
[ =]
I
=
=T
—
e
=

Figura 1 Perfil no referencial inicial. (a) Perfil instantes depois; com g(x',0) = y(x,0). (b)
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g(x',t) = g(x',0) = h(x") - independente do tempo

g(x,t) = y(x,t) = h(x)

onde, h(x") refere-se ao perfil da onda que depende do tempo indiretamente através de
x = x —vt. Aqui, x é 0 espaco total percorrido pela onda e o termo —vt refere-se a
distancia no sentido positivo (para direita) do eixo x que a onda percorreu a partir do

referencial original y(x, t) para t = 0. Portanto,
h(x) = h(x — vt) (2)

Analisando a variacao do perfil da onda no tempo, temos:

dy dh

7

ot . Udx

Obviamente que para a onda sair de um ponto de repousou para 0 seu maximo,
seja qual for sua natureza, existe uma forca que da origem a esse movimento. Logo,

podemos caracterizar uma aceleracdo para esse movimento conforme segue.

0%y, d’h

otz U dx?

De forma analoga definimos as variagdes espaciais desta onda em relacdo ao

eixo x, sendo que

0%y  d?h
dx2  dx'?

Igualando os termos temos a equacdo diferencial, (3) que rege 0 comportamento

de uma onda livre,
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9%y 9%y
302 V=0 ®)

As solucgdes desta equacdo encontram-se entre as funcdes periodicas, como era

de se esperar. Portanto, sendo
h(x") = Acos(kx + &)
o perfil seréa descrito por uma funcédo senoidal conforme segue:
y(x,t) = Acos(kx — wt + §)

Sendo w a frequéncia angular, temos
w=kv=—=2nf

onde f é a frequéncia — quantidade de ciclos por unidade de tempo —e T € o periodo.

Analogamente, dado um comprimento de onda A, k é o nimero de onda angular:

O argumento da fungdo senoidal chama-se fase ®{x.t} da onda e é ele que
modula a amplitude. Assim, observando um ponto onde a fase € constante podemos

verificar que a velocidade de fase, v, é dada por:

dp dyp o
-k )
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2.1.1 Velocidade de grupo

Considerando duas ondas, y; e y,, propagando-se no mesmo sentido com pequenas

diferencas entre suas frequéncias e comprimentos de onda, vamos somé-las para saber

como se da a interferéncia entre ambas.

y1(x,t) = Acos(kix — wqt)

(®)
y2(x,t) = Acos(kyx — w,t)
Sendo que
_ Wyt wy
Aw = w1 — w, <<u)=T
(6)
- ki+k
Ak:kl—kz <<k:
E ainda, tomando w; > w, € ki > k,e, rearranjando os termos, teremos:
Ak Aw i _
y(x,t) = [2Acos <7x - Tt))]cosifﬁkx — t) (7)

Assim, o parametro que envolve a média das diferencas do vetor de onda e da

frequéncia angular define uma onda que modula a amplitude de um grupo de ondas.

(ver Figura 2) Como essas diferengas séo suficientemente pequenas definimos uma

segunda velocidade, a velocidade de grupo v,, que € aquela com a qual se desloca um

pacote de ondas. Desta forma, analogamente a equacdo (4), temos:

dw
Ug = E (8)
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Figura 2 Pacote de onda com velocidade de grupo dada pela equagéo (9) .

Se as diversas ondas que compdem esse pacote tiverem velocidades de fase
diferentes, entdo passaremos a ter um efeito conhecido como dispersdo, conforme

VEremos a seguir.

2.1.2 Principio de Superposicéo
EquacOes diferenciais lineares evidentemente podem ser somadas sem que o

resultado altere suas caracteristicas. Fisicamente estd acontecendo o que chamamos de

superposicao linear. Se quisermos somar duas ondas y; (x, t) e y,(x, t), teremos:

y(x,t) = ayi(x,t) + by, (x,t) €))
Entéo, se y;(x,t) e y,(x,t) forem solucdes da equacdo de onda, a equacgéo (9)
também o sera. Os parametros a e b sdo constantes arbitrarias. O resultado devera

depender de duas fungdes arbitrarias que descrevem a superposicdo de ondas

propagando-se em dois sentidos.

y(x,t) = h(x —vt) + g(x + vt)
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2.2 Solitons

A equacéo de onda livre dada por (3) pode ser reescrita da seguinte forma:

(6+ 6)(6 6) _ 0
ot Vox)\or  Vox)Y T

d .
— = 0., podemos reescrever a equacdo acima

Utilizando a notacao ;—t =4, e >

como:
(at + vax)(at - vax)y =0
Sendo suficiente apenas:

(at - vax)y =0

que pode ser notado como y, — vy, = 0. Portando, fazendo v = 1, temos que a onda
livre pode ser reescrita como:

Ve = Vx = 0
2.2.1 Dispersao

A velocidade de grupo deduzida anteriormente passa a ter maior importancia em
meios dispersivos, onde um pacote de onda passa desfazer-se a medida que este efeito
se torna mais evidente. Em geral, a caracteristica dispersiva de um sistema da-se pelo

surgimento da derivada de terceira ordem, conforme vemos abaixo.

Vet Vet Vixx =0 (10)
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Admitindo uma solucdo complexa, do tipo
y(x, t) = ellr—ot)

Ao verificarmos se a solucdo acima procede descobriremos que ela so é valida

quando a frequéncia angular @ é uma funcdo do vetor de onda ¥ , normalmente

denominada relacdo de dispersao.
Desta forma parav = 1,

wk) =k—k3

Se analisarmos com mais detalhes veremos que um sistema com diversas ondas
e diferentes vetores de ondas desloca-se com uma velocidade ¥g . (ver Figura 2) A esse
sistema nomeamos pacote de onda. Assim, segundo a equagdo (9), a velocidade de

grupo que nada mais é do que a velocidade com a qual esse pacote se desloca é dada
por:

v, =——=1-3k? (11)

Portanto, como estamos lidando com sistemas de ondas dispersivas lineares,
podemos adicionar varias ondas baseando-se no principio da superposicdo, sendo que,
agora

y(x,t) = JA(k)ei("x‘“’t)dk
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Os efeitos dispersivos podem ser vistos comparando a Figura 3 abaixo com a
Figura 2. Note que as diversas ondas estdo mais afastadas umas das outras e que a

amplitude sofre uma atenuacao a medida que ocorre a propagacao do pacote.

Y00

— 05t "

Figura 3 Dispersao do pacote de ondas a medida que este se propaga.

2.2.2 Nao-linearidade

Em alguns sistemas quando a amplitude do sinal é muito grande ocorre o que

chamamos de efeito ndo-linear. O caso mais simples é descrito pela equacéo a seguir:

ye+ (@1 +y)y, =0 (12)

Como podemos verificar a solucdo geral desta onda torna-se:

yle.t) = fix — (1 + )8

dx
onde,z =1+y

A relacdo de disperséo neste caso é w = kv = k(1 + y)
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2.2.3 Equacdo de KdV

Solitons sdo pulsos que comportam as duas caracteristicas estudadas até agora,
dispersdo e nédo-linearidade. Ondas desse tipo tém uma amplitude elevada e propagam-
se com uma velocidade consideravelmente maior do que as outras. Uma propriedade
extremamente interessante do ponto de vista tecnolégico € que elas percorrem uma
grande distancia sem se dispersarem ou romperem na crista, mesmo que colidam com

pulsos da mesma natureza.

O que se propde para explicar essa propriedade é que deve haver um equilibrio
provocado pela existéncia conjunta das duas caracteristicas mencionadas. Entdo uma

forma possivel que toma a equacéo desta unido é a que segue:

Vet (L4 Y)Yx + Yoxx =0 (13)

Segundo o método desenvolvido por Kortweg e de Vries parametrizamos essa

equacdo, onde ay =1+ y, Bt =t, yx = x, portanto rearranjando (13), temos:

ap B
Vi + Tny +ﬁyxxx =0 (14)

Sendo que @B e¥ sdo constantes ndo nulas. Esta é a forma mais usual da

equacdo de KdV, que admite solugdes solitonicas.

2.3 Soélitons em Redes de Transmissao

“Today, many scientists see nonlinear science as the most important frontier for the

fundamental understanding of Nature.”Remoissenet, Michel. [4]
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Antes de chegarmos ao objetivo de demonstrarmos a equacdo de KdV para
sistemas de transmissdo elétrica vejamos trés caracteristicas independentes para este
sistema que juntas formardo a base para 0 nosso projeto. Para este fim, descreveremos
uma onda livre sem a acdo de componentes que possam apresentar dissipacéo, disperséo
ou até mesmo a ndo linearidade. [3], [4]

2.3.1 Onda Linear N&o Dissipativa em Linha de Transmissao

Dado um sistema elétrico que represente uma linha de transmissao ideal (ver
Figura 4), ou seja, as resisténcias ativas de seus componentes ndo produzem energia por

efeito Joule, consideremos um sinal alternado de baixa amplitude alimentando-o.

00 i)
o Xtdx
\:(:::_I
< Ix :

Figura 4 Linha de transmissao elétrica linear nao dissipativa.

Analisando uma Unica célula desta linha composta por indutores e capacitores,

Ldx e Cdx respectivamente, vamos determinar como se da o comportamento tedrico do

sinal de tensdo e corrente de entrada em qualquer ponto. Como L e C — induténcia e
capacitancia por unidade de comprimento, respectivamente — sdo independentes da
corrente e da tensdo temos um sistema linear. Atraves da Lei dos n6s de Kirchhoff

facilmente concluimos que a corrente no capacitor sera:

dq
b =i(x) — i(x+ dx)
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Porém, sabendo que g = C.V, entdo

Cdx%—]: =i(x) —i(x+dx) (15)

Como o termo dx representa distancias diferenciais praticamente insignificantes

podemos usar a expansdo em série de poténcias de Taylor para determinar um

polindmio diferencial que possibilite identificar uma aproximacéo do ponto a pelo ponto
x (ver Apéndice A) o que facilitara alguns calculos e a compreensdo de alguns

fendmenos que ao longo do trabalho serdo essenciais, ja que com esta técnica ndo

necessitaremos parametrizar cada uma das células. (ver Figura 5)

4 ix)

x

\/x o

Figura 5 Aproximacao por Taylor de um ponto x=a, onde a é o intervalo aberto de convergéncia x.

Assim sendo, pela formula de Taylor (ver Anexo A):

15”(]

L(x-l-dx]—z(x]-l-z (x4 dx —x)"

onden=123..m
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Devido ao fato de dx ser muito pequeno e que estamos considerando uma onda
livre, ndo ha necessidade de prolongarmos o polindmio para graus maiores que n = 1,

portanto

i(x+dx)=i(x)+ dx% (16)
Substituindo (15) em (16) concluimos que:
c v 0i 17
at  ox a7

Demonstrando que a variacdo temporal da tensdo vezes a capacitancia em
qualquer ponto é diretamente proporcional a variacdo da corrente convencional no
espaco. Agora, realizaremos 0 mesmo procedimento, porém, levando em consideracdo a

diferenca de potencial entre os pontos x e (x + dx) e relacionaremos a grandeza

potencial com a corrente elétrica.

Considerando um regime alternado, devemos levar em conta que o fluxo
magnético varia no tempo, porque a corrente alterna concomitantemente com o
potencial aplicado na fonte da linha de transmissdo. Portanto, para uma variagcdo

instantanea do fluxo magnético, temos:

9v L di
at at (18)

Adaptando para nossa célula unitaria da Figura 4, verificamos que a queda de

potencial no indutor L é:
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}I.r:i::rE =V(x)—V(x—dx)
at (19)

Analogamente ao procedimento anterior, aplicaremos as mesmas técnicas da

expansdo de Taylor para fazermos uma aproximagdo sempre no ponto x. Feito isso,

substituimos em (18) e obtemos a seguinte relacdo:

gi  av
at  dx (20)

Notamos agora que a variacdo no tempo da corrente convencional pela
indutancia € proporcional a variacdo do potencial aplicado no ponto de analise. Ainda
mais, se compararmos as equacdes (17) e (20) podemos concluir que had uma

interdependéncia. Logo, derivando essas equagdes em t e x, respectivamente, temos:

— =0
dt? C.Ldx*? (21)

1
VCL

que € a equacdo de onda livre, onde v = é a velocidade de propagacdo, cuja

solucéo é dada por
V(x,t) =V, cos (kx — wt)
De forma analoga podemos usar esse procedimento para a analise da corrente
elétrica. Entretanto, hd algumas consideracfes interessantes a respeito da relacdo do
potencial elétrico com o campo elétrico gerado pelo circuito e que nos ajudardo a achar

a solucdo geral para equacdo de onda do sinal do potencial elétrico, conforme veremos

no proximo topico.
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2.3.2 Solucéo para Equacéo de Onda Linear

A equacdo (21) é linear e admite o0 uso do principio da superposi¢do para justificar a

coexisténcia de ondas propagando-se em sentidos opostos. Mas, para chegarmos a essa

concluséo imaginemos uma onda livre propagando-se sempre com seu perfil inalterado

e, junto com este perfil um sistema de coordenadas semelhante ao inicial.

X=x—vt T=x+vt

Entdo, a fungdo ¥ que descreve o potencial elétrico dependeré de x e t por meio

das variaveis X e T do novo sistema de coordenadas.

V(x,t) = V(X,T)

Sendo assim,

v zaﬂv+ L0 9ty 9tV

atz " ax2 U arz U @rax | @xar (22-3)
,0v L@ty Létv | @tV Ly 9%V
axz U axz U arz "V arax” U axar (22-b)

Substituindo essas equagdes em (21) temos que, se:

9%V B a*v o
aTax axar

Entdo, de (22)

B2

a°v

dqr = =0
v arex

Pagina | 27



De forma que,

vy @'V _ 'V _0
ax 9TIxX axar T

g ~ d o .
Portanto, V7 = % ndo depende de X e Vy = i nédo depende de T. Sendo assim,

V=Ff(X)+g(T)
ou ainda

V=Ff(x—vt) +g(x+vt)

que, de fato, sdo duas ondas unidirecionais em sentidos opostos; de maneira que f e g

assumem quaisquer que sejam as fungdes desde que estas sejam periodicas.

Ha de se considerar ainda que para a proposi¢do de duas ondas propagando-se
no mesmo sentido e direcdo com uma pequena diferenca de fase, nota-se que além da
velocidade de fase de cada onda, existe uma velocidade de grupo que define a

velocidade com que um pacote de onda se deslocara. Tal velocidade € definida como:

g dk dk

2.3.3 Poténcia e Densidade de Energia da Onda

Fazendo o produto de (17) por V' e (20) por i e somando os resultados vamos

procurar as equacdes diferenciais que regem o comportamento da poténcia e a

densidade de energia instantanea.
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cv¥oapoi %,
Yar T ax o “lar  tax

Resolvendo os termos e definindo W(x,t) como a densidade de energia e

P(x,t) como a poténcia elétrica, verificamos que:

:t(l 1 ):_B(L’.ij

—.CV? 4 — Li?
2 +2 ' dx

W (x,t) _ 8P(x,t)
at Ax

Sendo que W(x,t) e P(x,t) compensam-se de forma a estabilizar a energia do sistema

elétrico como um todo.

2.4 Dispersao

Incluiremos outro elemento na linha analisada anteriormente para entender o
comportamento do fendmeno de espalhamento de uma onda & medida que esta se

propaga hum meio material predominantemente indutivo ou capacitivo (ver Figura 6).

ii rwl:gl,f\m S idi
- o
, A , , Cdx ,
, , , , i1 —_ i2 , ,
Ve o 1= I vxrax)
L2/dx 7 7
L 2

Figura 6 Linha de transmissao elétrica linear, dispersiva e nao dissipativa.
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Note que agora o circuito possui um indutor paralelo, o que indica que ha perdas
no sinal por inducdo magnética no circuito devido a indutancia por unidade de éarea,
caracterizando a dispersdo do sinal de entrada. Porém, analisando-se 0 comportamento
do sinal de entrada ao longo do circuito com 0s mesmos procedimentos de aproximagéo
por séries de poténcia para onda livre e levando-se em conta as caracteristicas deste

novo sistema vemos que potencial entre x e (x + dx) ndo muda nada em relacdo a linha

de transmissdo anterior. Porém, pela Lei dos N6s de Kirchhoff a corrente tem o seguinte

comportamento:

i(x) — (y+j)dx—i(x+d=x) =0 (23)

Introduzimos (j; + j,) como sendo a densidade linear de corrente elétrica.

Assim, temos que no indutor em paralelo o potencial por unidade de comprimento sera:

a®, L,di, aj,
dtdx dx at

E, para o capacitor também temos corrente por unidade elementar de comprimento, ou

seja, densidade de corrente:

i v

S R
T T
Fazendo as aproximagdes por Taylor como antes, temos que (23) torna-se:

ai . .
E— _01 +J:] (24)

De (20) verificamos que:
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ka2

10°V 9%
Ldx? dxdt

E de (24):

‘v v
at? L,

o
atdx

d
— [ Iﬂ =_C
3t Ul"‘hj

Ainda levando-se em conta que estamos tratando de campos conservativos,

obtemos a seguinte equacao de onda dispersiva:

(3]

v 1 afv+ v
ﬂtg L. C Ej‘x: C. L: (25)

2 1 " i . N . .
Sendo que v°=_- e w,’ = = velocidade e frequéncia, respectivamente.
Ly

Portanto:

mu,: = w? — [v.k]z (26)

Assim, as velocidades de fase v(k) e de grupo v, (k) dependeréo de k, de forma

que:
v(k] _ 1~|" CL?DE + (ﬂk]z
k (27)
e
w2k
v, (k) = ————

Jwg? + (v.k)? (28)
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Isto significa dizer que a medida que o tempo passa um sinal inicialmente bem
definido e que contenha certa quantidade de ondas com diferentes vetores de onda, ira

espalhar-se, ou dispersar-se.

2.4.1 Dispersdo em rede

Com os conceitos desenvolvidos até o momento podemos entender melhor as
caracteristicas de uma rede elétrica, uma linha de transmissdo linear discreta. As células

estudadas para ondas livres agora sdo estendidas a um namero finito dado por n + 1,

conforme ilustracao abaixo.

n  In¥

YT |vn-1  c —(—|Vn

Figura 7 Rede de transmissao elétrica linear nao dissipativa.

Novamente, com uma simples andlise de malha concluimos que a tensdao no

indutor e a corrente no capacitor sdo, respectivamente, dadas por:

v Vo= dd,
n—1 n At (29)
onde, ¥, (t) é a tensdo no n-ésimo capacitor,
_ 949,

(30)
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e i, (t) é a corrente no n-ésimo indutor.

Considerando a tensdo para 0 capacitor C e sua variacdo de carga achamos,

sempre através da expansdo de Taylor, o termo dependente do tempo para o qual o

potencial elétrico da equacéo diferencial e sua relacdo com cada célula da rede elétrica.

— (Vg +V,_; +2V,)
L ntl 1 (31)

Da mesma forma, quando levamos em conta a corrente no indutor L somos

capazes de relacionar sua propagacdo nas células com a dependéncia temporal,

conforme segue.

%, 1 1 . .
atz Eﬂt( n-1" nj:E[Ln+1+I’n—l+2Ln] (32)
Admitindo uma solugdo harmdnica complexa da seguinte forma:
V,(£) = Vyetl@rsm (33

e considerando apenas ondas propagando-se no sentido positivo, mas que assumem

qualquer numero de onda, deduzimos a relacéo de disperséo abaixo:

w = .

K
sm—|
2
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VL.E

x

é a frequéncia de corte. E n ==, onde § « 1, representa unidades de

5’

onde, w, =

T

Fy

I

células muito pequenas. E ainda, temos que k =— = —. Como « depende do vetor de

=% I

onda, entdo a velocidade de fase das ondas pertencentes a um pacote de onda, sera:

v(k) = =<

sin—‘
2

Note que essas considera¢Oes foram feitas levando-se em conta cada célula LC

da rede. Isso porque deve existir uma diferenca nas amplitudes do potencial e da
corrente de unidade para unidade, gerando sinais harménicos que podem distorcer a
energia distribuida na rede. Porém, ao considerarmos que a diferenca de potencial entre
cada célula é praticamente nula, podemos aproximar os termos V,,., e V,,_, para V,, (ver

Figura 7), onde n € um nUmero inteiro, portanto x = &n. Entdo, nos valendo mais uma

vez do polindmio de Taylor, temos que:

v, —V+Z LV _y 45 462 cald + §° rv +6* IV
nil m! an™  —  dx 218x2~  319x3 413x*
m=1 (34)

Substituindo os resultados obtidos em (31) e rearranjando os termos obtemos a

seguinte equacdo de onda para rede de transmissdo elétrica dispersiva.

a*v 52 afv_ 5% 9%V

n

dt> L.C'8x® 12L.C 9x* (35)

Para chegarmos a relacdo de dispersdo usaremos, novamente, a solucéo

harmonica dada por (12), de forma que:
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.
_ | (8.k)*
w = vk |1 13
N

onde, vy = ——
'Y T I
Assim, concluimos que quando as células unitéarias estdo muito préximas entre si
seus elementos podem ser estudados do ponto de vista de uma rede elétrica discreta de

forma que a velocidade de fase depende de pequenos valores de k =§, ou seja, de

comprimentos de onda grandes. A velocidade de fase também depende do nimero de

onda e seu valor pode ser aproximado por:

. (6.k)?
v(k) = v, 1 3
N

2.4.2 Dispersao de um “Pacote” de Ondas

Supondo gque uma onda senoidal com frequéncia angular w, e nimero de onda
k, constante, modulada por uma forma de onda ¥ (X, T que varia pouco no espaco-

tempo comparado com as variacdes da onda, seu perfil sera definido pela seguinte

equacao:

V = Re[¥(X,T)e @t ¥ (36)

Como ¥ (X,T) é uma funcdo que faz a modulagcdo da amplitude do pacote de
onda, temos que X = ex e T = et, onde € << 1, variam muito pouco com 0 espaco e 0

tempo. Quando analisamos o espectro de distribuicdo dos nimeros de onda dos pulsos
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que compBem o pacote vemos que podemos expandir « em série de Taylor, desde que

w = w(k) nas proximidades de k = k,.

dew 18%w

=y = = (k—kg) + (k— kp)? + -

2 dk? (37)

Note que w, = w(k,)

Essa equacéo representa a relagdo de dispersdo para o “envelope” que envolve o
pacote de ondas. Em outras palavras é a relagdo de dispersdo da funcdo W (X, T), porém

no dominio da frequéncia, ou seja, W(X,T) — ¥(K,01). Definindo-se as variaveis

I

0= w— wy e K=k — kg e, além disso, sabendo que a velocidade de grupo € —-, entdo

podemos definir a relacdo de dispersdo da velocidade de grupo, ou seja, a taxa de
dispersdo do pacote de onda, como sendo:

ﬂvg_ d (ﬂm)_azm
ak dk\ok/

Substituindo esses termos em (37), temos:

1=v, K+ PK~ (38)

Para relacionarmos (36) e (38), faremos a transformada de Fourier (ver Anexo
B) de (X, T), onde:

=]

‘P(X,Tj: Z ane—i':ﬂl"—KX}
n=es (39)
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Multiplicando a equacéo por e ®T—*%) ¢ jntegrando uma vez para X e outra

paraT:

—oo—oa n=—uo —oo— oo (40)

Note que no lado direito da equacéo, temos dois termos Delta de Dirac.

o -1

Z a, Jf ez":ﬂrl"—KrH}e—i':ﬂl"—Kﬁ} d¥dT = a, [[:Eﬂ.'jsz[:ﬂ— ﬂrjﬁu{_ I{":]]

n=-—uo —oa —0o

Entao,

1
i, = —
" (2m)?

ﬂ w(x,T)e! @ T8 %) gxar

=00 =0

¥(K, ) = (2n)%a

Propondo que n, Para 1 = @', vem que:

w(K,0) = F[¥(X,T)] = ﬂ w(x,T)e' M —EX) gxdr

— O —0d

E, conforme proposto Apéndice B, a transformada de Fourier para ¥ (X, T), sera:

1
(2m)*

ﬂ w(K,0)e KX grdn
—oe —oe (41)

¥(Xx,T)=F ¥k 0)] =
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Agora, derivando (41) duas vezes para K e uma para T e rearranjando 0s termos,

obtemos as seguintes relagdes:

. 0¥(X,T) 1
T FOU¥(K,0)]

IV (X, T) 1
K = —ie .
ax FU¥(K,0)]
) _*W(X, T 1
Kc=—¢* ( j

ax?  FU¥(K,0)]

Substituindo em (38), vem que a relacdo de dispersdo para o envelope de onda

no dominio do tempo sera:

. S‘P[X,T]_i_ I¥(X,T) L p HE‘P[X,T]_G
T ar 9T ax “Taxz

(42)

Fazendo P = 0 dizemos que o0 envelope propaga-se sem sofrer distor¢des em seu
perfil, ou seja, a solugdo tem a forma candnica para ondas do tipo X — v, 7. Sendo assim

podemos analisa-lo a partir de outro referencial definindo as seguintes substituicdes no

sistema de coordenadas:

Y(X,T)—¥(&T)

onde,

{=X—vy,T T=¢€T
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De forma que (42), sera transformada em:

iﬁ‘{’(f,’r] L p 6“{‘(8}:,’:] o
ﬂ T 5 f‘ (43)

Associando um namero de onda « ao referencial ¢ e fixando o tempoem =0

vamos achar a solucéo dessa equacédo pelo método da transformada de Fourier. Onde:

=)

¥(&T) = Z anefkf

n=—moa

O coeficiente a,, torna-se, entao:

1 r .
a, = — J. P& T)e * dE
2w

¥(k,T) = 2m. a,

Novamente, de acordo com o Apéndice B, vem que:

¥(&T) = * J (k1) e™ dx
2
s (44)

Portanto, ao substituirmos (44) em (43) e rearranjando os termos, estabelecemos

a condicao necessaria que a solucéo exista quando:
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¥ (x,T)
o~ 2

= Px’W(kT
P (1)

Portanto, integrando de uma condic&o inicial para uma final segue que:
YiwT)= ‘P(K,Elje_ip"z'“

Substituindo esse resultado em (44), temos:

Y& T) = 1 f ¥, l]]e“:"‘f_]:":f]dx
2w
o= (45)

onde ¥(x, 0) é a transformada de Fourier do pacote ¥(&,7) quando = = 0.

Esta solugdo implica que a disperséo da velocidade de grupo afeta cada termo da
transformada de Fourier do envelope do pacote de onda através do quadrado do nimero
de onda e do tempo. [11] e [12]

2.4.3 Abertura do Pacote de Ondas por Dispersao Induzida

Supondo um sinal de tensdo cuja forma é semelhante a uma Gaussiana para

T = 0, 0uU seja,

_61
W(£,0) = Ae2Le’

‘ . . N f 1
onde 4 é a amplitude e L, é a largura a meia-largura de — .
W
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Sua transformada de Fourier sera:

- __Ez (L |-;'_:|2
¥ (k,0) = A f eo e ™ gE = AL V2me 2

-0

Substituindo na equacdo (45) obtemos uma expressédo para o pacote de onda

num tempo 7 qualquer.

w(¢T) = ﬂi f 8 et g

(46)
Quando integrada e analisada em termos das variaveis X e T, temos:
re X —v,T)"
WYX, T)= .exp|— ( )
. 2 5 ZLFET
|y 4 [28PeT 2L, (1+ % )

| L, 0

N (47)

A parte real desta expressdo representa a parte fisica do envelope do pacote de
onda. A energia contida pelo pacote de onda mostra que realmente ha disperséo
conforme esta se propaga. Como vemos abaixo, a energia € proporcional ao quadrado

do modulo do perfil do potencial:
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A2 (X —v,T)

w(x,T)* = . exp|—
i 5 2PeT
2L,%( 1 a
||1+(EF-52T) o ( + Lu‘)
\ Lo

Note que a medida que T aumenta a intensidade da onda diminui, o que implica

na dispersdo do pacote.

2.5 Circuito Nao-linear

Para os componentes elétricos em geral, mesmo quando aplicados sinais altos de
tensdo e corrente, o efeito da ndo-linearidade é dificil de ser observado. Entretanto,
podemos observar esse efeito introduzindo componentes ndo-lineares em nosso circuito,
Ou seja, 0s capacitores e indutores dependem da tenséo e corrente. Mas, para facilitar
nossos calculos, vamos considerar que apenas 0s capacitores dependem da tensao e que
os indutores sao independentes da corrente — sdo lineares. Sendo assim, aplicando os

conceitos ja vistos, temos que:

di - ) av 48
ox ot (48)
av i
— _L_
dx dt (49)

Admitindo um dispositivo o qual tenha sua relacdo da capacitancia com a tenséo

dada por uma expanséao polinomial conforme segue:

C(V)=Cy(1+a,V+a,Vi+-)
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Supondo ainda que a tensdo seja suficientemente baixa de forma que apenas 0s

dois primeiros termos sdo necessarios, podemos fixar a; = —2b (b é pequeno), entdo:

C(V) = Cyl1 — 2bV) (50)

Percebemos imediatamente que ao aplicar a solugéo V =V, cos (kx — wt) a

relacdo (48) implica na interferéncia de outro termo chamado de segunda harmonica da

solucéo.

a1 ,,
o V,,Cow sin(kx — wt) — V, “Cybw sin2(kx — wt)

Ainda com esta solugdo podemos analisar qual sera a velocidade de propagacéo

do sinal de tenséo fazendo uma aproximacéo pelo bindmio de Newton:

. 1 1+ bV
v=Lec(V)z=— A —
JLc,(i—2sv) JL.G,

(51)

Note que a velocidade de propagacdo depende do potencial aplicado. Logo,
considerando um sistema de coordenadas propagando-se junto com o sinal conseguimos
relacionar qual é a relacdo do sinal da corrente da linha de transmissdo com a

velocidade de propagacéo, onde:

)

v
= |20
l}d“
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Como o sistema é ideal, ou seja, ndo ha perdas por efeito joule, entdo, de (48),

(49) e (50) a equacdo de que rege o comportamento do pulso serad ndo-linear.

a*v L e afv_CbLazvz
9x2 %9z U ¢ (52)

O lado esquerdo contém a parte linear e o lado direito contém a n&o-linearidade,

onde vemos que quando & = 0 temos a onda livre.

2.6 Dispersao e Nao-Linearidade: Solitons

Figura 8 Circuito equivalente para uma rede elétrica ndo-linear dispersiva.

Nos sistemas analisados anteriormente notamos que a dispersdo é caracterizada
pelo espalhamento da onda a medida que esta se propaga. Este efeito existe devido a
existéncia de ondas com numeros de onda diferentes. Ja a n&o-linearidade ocorre
quando o pico do sinal de onda é grande o suficiente para que este se desloque com
velocidade maior do que a da base da onda, provocando sua ‘quebra’ a medida que esta

se propaga ao longo do tempo.

Observando o circuito acima a capacitancia depende da tensdo e é dada pela

mesma regra que no tépico precedente, ou seja,

c(V) = Cy(1— 2bV)
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Conforme a metodologia exaustivamente aplicada nos topicos precedentes,

deduzimos que a equacéo de onda que rege a propagacao do sinal neste circuito sera:

§? §*
v,

tt - L_%.LJ;'I = 12LCDIJIIII + bvgff

(53)

’, - - A - i
Sendo que os indices x e t representam a ordem das derivadas parciais, € v, = o

o

Observando novamente o pulso a partir de outro referencial s = (x — vt), a

equacéo (53), torna-se:

-
r

Yy
1 2 .L;SSSS

(vz - E"]I]l:jl’gs- = yﬂbvﬂﬁ + 52
(54)

Integrando duas vezes e multiplicando por 2 ‘:—V temos:

2 porvs - (v7 — w2 4 6220 (2
— bv~ — (v —1," = f——"
3 0 12 (cisj

Fazendo algumas manipulaces nessa equacdo chegamos a conclusdo de que a

solucgéo geral sera:

Onde,
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&y,

Solucionamos esta integral por substituicdo trigonométrica, onde W2 = -

W

V2U

_ apyt U= 6w =%
52, T R

AV

=
2 dW 2
ds = — ——— = —— [sechW — sech W]
\."2UL Wv1l— W+
“p

Yo

Entdo considerando que s, = 0 (posicéo inicial da onda) e que W, = 1

(”2 - ”uzj

5%
o3 =) (x — vi)

V=3———"3sech
2bv- Vy

10

Figura 9 Sdliton unidimensional. Solugdo da equagao (55)

8
(55)

Esta € a solucdo que
descreve a dependéncia do
pacote de ondas com v e vy,
mostrando que (54) tem 0 mesmo
perfil a medida que se propaga.
Para uma melhor andlise
podemos observar a mesma
solugdo do ponto de vista da
equacdo (53), onde podemos ver
que se b e § forem pequenos
teremos uma onda livre. Olhando
para 0 lado esquerdo desta

mesma equagdo notamos que
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para que o perfil da onda permaneca 0 mesmo os termos dispersivo e ndo-linear devem
compensar-se de forma que um anule o outro. E € esta caracteristica matematica que
prova a formacdo do soliton em sistemas elétricos onde ha dispositivos nao-lineares,
onde vemos que seus efeitos podem eliminar a dispersdo provocada na rede por

caracteristicas do préprio circuito.

3. Supercondutividade: Conceitos da Mecénica Quantica

3.1. Funcéo de onda

Conhecida como amplitude de probabilidade refere-se aos estados energéticos — ou
estados quénticos — possiveis nos quais ha certa probabilidade de se encontrar uma
particula, sendo que sua funcdo admite uma solugdo complexa. Esta devera ser univoca,
finita e continua em todos os estados em que se possa determinar a posi¢ao da particula.
Um dos conceitos mais importantes derivados da funcdo de onda, tal como ela é
concebida na mecanica quéntica, é o0 de densidade de probabilidade

P(¥,t) = (7, t)y*(r,t). Essa densidade torna possivel extrair uma grandeza

mensuravel da particula, pois seu resultado é um nimero real.

P(F,t) = (@ ) |? (56)

Como os resultados sdo probabilisticos € mais vantajoso normalizar a funcao

(7, t) de forma que a densidade de probabilidade total tenha sua soma igual um.
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P(x)

X x+dx

Figura 10 Densidade de probabilidade normalizada.

Na Figura 10 acima vemos uma distribui¢cdo gaussiana normalizada para t = 0

dada uma funcéo de onda unidirecional, onde a probabilidade de se encontrar o elétron

entre x e x + dx € igual a um. Uma observacdo importante é que essa probabilidade €
independe do tempo. Podemos descrever P(#,t) ao longo de um elemento dx da
seguinte forma: P(¥,t)dx. Segundo o grafico e a equacdo (56) a densidade de

probabilidade maxima sera:

[° PEdx = [~ yF )y Fdx =1 -

3.2.  Operadores Quanticos

Em fisica quantica fazemos uso de uma ferramenta extremamente eficaz no que diz
respeito ao movimento das particulas: os operadores quanticos. Estes tém por finalidade
extrair da funcdo de onda grandezas fisicas relacionadas ao movimento do elétron. A
seguir descreveremos alguns desses operadores e como eles sdo usados para extrair a

grandeza a que se referem.

3.2.1. Momentum
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Trata-se do operador que quando aplicado a uma fungdo extrai dela certo
nimero o qual chamamos de autovalor da quantidade de movimento linear, ou

momentum. Define-se da seguinte forma:

po‘p - — II..FT_? (58)

Quando aplicado a uma funcdo de onda que descreve um elétron livre

= — :'I:i{';—c..lt}
P(r, t) = Ae (59)

tem como resultado

PopW(T. 1) = pY(¥. t) (60)
onde,
p =kh

Como podemos observar na equacdo (60) é natural do operador evidenciar a
grandeza para a qual ele esta definido (ndo vamos apresentar a demonstracdo desta

definicédo neste trabalho).

3.2.2. Energia Cinética

Como na mecanica classica, € relativamente facil obter este operador a partir do

P.,,- Basta que facamos o produto

Pop Pop = —HV.V (61)
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Veja que ndao € o mesmo que elevar 5, ao quadrado. O resultado seria

totalmente diferente, visto que o diferencial estaria ao quadrado, logo, néo

encontrariamos uma segunda derivada — que é justamente o que estamos buscando.

Dividindo a equagdo (1.6) por 2m*, onde m* é a massa efetiva do elétron, teremos:

__Ep
Top = ~2m (62)
Aplicando a funcdo (59)
T,,W(7r,t) = Ty(r,t) (63)
onde,
k*h®
T =
2m

é o autovalor da energia cinetica.

3.2.3. Energia

Juntamente com o ., E,, € um dos operadores mais interessantes para a

mecanica quantica, principalmente no que se refere a equacdo de Schrodinger. Com ele
é possivel analisar o autovalor da energia total de uma particula cujo movimento é

dependente do tempo. Define-se como sendo:

°r dt (64)
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Novamente, quando aplicado a funcdo de onda de um elétron livre — como

descrito na equagdo (1.4 — temos os resultados abaixo.

E,,@(7.t) = Ep(7¥,t) (65)

onde,

é 0 autovalor da energia mecénica.

Sabemos que os autovalores p, T e E estdo expressos corretamente porque estdo

na forma como foram propostos pelas equacdes de De Broglie. [5], [8] e [13]

3.3. Equacéo de Schrodinger

A medida que um sistema quéntico recebe energia sua probabilidade de estados
quanticos admissiveis aumenta conforme o tempo avanca, visto que os elétrons podem
movimentar-se através de niveis energéticos mais distantes do nucleo atémico, por
exemplo. Além disso, sabemos que uma particula pode se comportar como uma onda,
como proposto por de Broglie em 1924. Essa proposta foi comprovada
experimentalmente pelos pesquisadores C. J. Davisson e L. H. Germer em 1927 quando
incidiram feixes de elétrons em uma amostra de cristal de niquel. O resultado desse
experimento foi um padrdo de interferéncia; fendbmeno que era creditado até aquela

época apenas as ondas eletromagnéticas.

Antes da comprovacéo por Davisson e Germer havia um fisico austriaco, cujo nome
era Erwin Schrodinger, que lancou uma proposta completamente inovadora: tratar o
movimento do elétron da mesma forma como se trata uma onda, porém considerando o
seu movimento em detrimento das contribui¢des energéticas como a energia potencial,
cinética e, magnética (que sera o foco de nosso estudo). Assim, a ideia sugeria que ao

aplicarmos o operador hamiltoniano conseguiriamos extrair todas as contribuicfes de
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energia para um elétron livre e ainda descrever exatamente seu comportamento de onda-

particula (ver Figura 11). [6]

Detector| %,
Fendal A ‘i—. o
| [ — Interferéncia
Fonte de ... N R
Elétrons T s
Fenda 2 ?
7

Figura 11 Interferéncia entre feixes de elétrons.

O hamiltoniano € definido em termos dos operadores cinético e potencial, v,

da seguinte forma:

H=—

S
zm'i-" T Vop

(66)

onde,
wa[’?ﬂ t) = qpp(r.t)

Essa proposta sugere que, no caso do elétron livre, as contribui¢bes da energia
potencial e cinética correspondem & energia total do sistema. Entdo, a equacdo (66)
deverd obedecer a essa igualdade de forma que no final das contas tenhamos um

autovalor referente a energia total proporcional a sua taxa de variagdo no tempo.

L R
2m op — Mg, (67)
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Assim, a equacdo (67) quando aplicada a funcdo de onda (7, t) nos dara a

equacdo de Schrodinger na forma obtida por operadores quéanticos.

BiFe)

Y., — — ,
- Viu(r,t) +V, u(r,t) =ih (68)

Essa € uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem que nos diz que a
evolucdo temporal dos estados quanticos de uma particula contida numa regido sob a
acdo de um potencial elétrico variante no tempo sera equivalente ao produto da razéo
entre a constante reduzida de Planck ao quadrado pela massa efetiva e as variages no
movimento desta particula, mais uma contribuicdo das oscilacdes do potencial elétrico

no espaco-tempo daquela regido. [6]

3.3.1. Equacdo de Schrodinger Independente do Tempo

Admitindo que a regido onde o elétron estd inserido possui um potencial
continuo, ou seja, a trajetoria da particula devera ocorrer sem alteracdes, portanto,

estamos em busca de uma funcdo cuja dependéncia é exclusivamente espacial.

Fazemos, assim, uma separacgdo de varidveis na funcao de onda do elétron

w(Ft).
W(r t) = 8(F)e(t) (69)

Substituindo (69) em (69), dividindo o resultado por 8(7)¢(t) e rearranjando 0s

termos, temos:
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[~ v +7,,600)| = = [ih 2] (70)

LTI

A solucdo de (70) obrigatoriamente devera ser uma constante, visto que, caso

dependa de r ou t haverd inconsisténcia na igualdade acima. Observando o lado

esquerdo da equacdo temos uma ideia de que a constante poderd ser o autovalor
correspondente a energia total do sistema, tendo em mente que o termo dentro das

chaves é o hamiltoniano. Entéo:

-

1 he
— |-—? v, 8(F)| =E

De forma que:

- L v26() +V,,6( = E6() (71)

Esta equacéo ainda ndo estd completa. Obviamente o lado direito devera ser

igual a E. Desta forma:

ih 222 = Eg (1)

3 (72)

onde ¢(t), assume a seguinte solugéo:

t

—iZ
p(t) =e &

Portanto, a solucdo da equacdo proposta em (69) tera a seguinte forma:
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E
PEFE) =6(F)e T (73)
Esta é a amplitude de probabilidade de encontrar o elétron numa regido cujo
potencial é invariante no tempo. A densidade de estados possiveis, que é 0 que nos

interessa na prética, é dada pela equacéo (56), portanto, aplicando em (73), teremos:

P(F,T.‘j = 82(;] (74)

Essa equacdo € extremamente Util para o &tomo de hidrogénio num ambiente de
vacuo, onde o elétron sob acdo apenas do campo elétrico proveniente do nucleo,

relaciona os estados energéticos apenas espacialmente. [6]

3.3.2. Equacdo de Schrédinger num Meio Magnético

Agora, vamos buscar uma solugdo para o caso em que o elétron se encontra num
sistema sob acdo de campos magnéticos. Portanto, para a compreensao mais profunda
dos fendmenos envolvidos iniciaremos com um estudo sobre a agdo de potenciais
vetores, que estdo intimamente ligados ao fluxo de campo magnético. Na sequencia
vamos entender, do ponto de vista quantico, como se da o comportamento do elétron

sob a agdo desses campos.

3.3.2.1. Potencial Vetor em Sistemas Quanticos

As linhas de campo magnético de um ima sdo direcionadas de um extremo a

outro, sendo que convencionalmente o polo norte é por onde as linhas saem em direcéo
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ao polo sul (ver Figura 12). Dizemos que ha um fluxo de linhas de campo & no interior

do ima.

Figura 12 Linhas de campo magnético.

3

Pelo teorema da divergéncia sabemos que ¥ " aplicado a uma funcéo vetorial F

mostra o sentido do seu fluxo, i.e., se as linhas de campo estdo entrando ou saindo de
um determinado volume elementar. Sendo assim, para o caso da Figura 12 acima, o
divergente das linhas de campo magnético sera nulo, pois elas ndo acumulam no interior

do ima.

<l
ta)
I
o

(75)

Neste caso, cada linha de & estara associada a outro vetor chamado potencial

vetor 4. Este vetor percorre o circuito fechado descrito por cada linha de campo.

J—

Portanto, havendo fluxo magnético, necessariamente havera rotacéo de .

—*

Evidentemente, a equacéo (76) satisfaz o que fora afirmado por (77), pois o

divergentedo rotacional é sempre nulo.

7. @A) = 0 -
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— —

Como & & obtido por diferenciacdo de “, caso venhamos a ter outro potencial

J—

. ’ - ~ - - - 7 -
vetor, digamos ', cujo valor em relagdo ao primeiro difere apenas pelo acréscimo de

uma constante,
A'=44+cC (78)
entéo,
BE=VXA=V (79)
Sendo assim, temos que:
VXA - VXA =TVX(A-4)=0

(80)

Do célculo sabemos que o rotacional do gradiente de uma funcéo escalar é zero,

de modo que € = V¥ O que ndo altera em nada as propostas j4 feitas.

ey
|
!
I
<]l
=

(81)

Integrando os dois lados da equacdo ao longo do caminho fechado das linhas de

campo, temos que:

Pelo teorema de Stokes, vem que

$ Vipds = 0
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Portanto,

$A -ds =¢pA -ds (©2)

A equacdo acima nos informa que mesmo que venha a ocorrer um acréscimo
constante no potencial vetor, ndo importando quando nem onde, o fluxo magnético
permanecera 0 mesmo.

Um exemplo é a difracdo de elétrons sem a presenca de & que terd uma fase tal

J— —s

7 I’
que quando na presenca deste sera alterada da mesma forma tanto por 4 quanto por 4 .
Vejamos como isso ocorre. [6]

3.3.2.2. Difracdo de Elétrons

o
[y

Detector| 2
Fenda 1 2 \ & .
o e ‘ \ —— Interferéncia
Fo'nte de .7 >< _— entre P1e P2.
Elétrons Bl ] Y s
enda2 | [ )=
/ / S
| > 4
/

o
ra

Figura 13 Difracéo de elétrons.

No arranjo acima uma fonte de elétrons cuja carcaca esta polarizada
negativamente possui uma resisténcia de tungsténio que, por efeito térmico, gera
elétrons que sdo acelerados pela fonte. Digamos que no anteparo no qual esta localizado
o0 detector mével de elétrons ha também um amplificador de ruidos que amplifica o som
— semelhante a um “click” — gerado devido ao impacto dos elétrons. Com esse esquema,

seremos capazes de saber qual sera a distribuicdo de choques das particulas ao longo do

eixo * no qual o detector se move.

O senso comum nos leva a ter a expectativa de que os elétrons incidentes ao
atingirem o detector gerariam um padréao cujo resultado seria o equivalente a soma das

probabilidades das particulas que passaram pela fenda um mais a daquelas que passaram
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pela segunda fenda (P =P+ P2) sendo P, = [Y,]? e P, = |,|*. Mas, isso ndo
ocorre realmente. O que acontece é que os elétrons, obviamente, atingem o anteparo
como se fossem particulas, mas o padrdo de probabilidade é idéntico ao formado pela
interferéncia de duas ondas. E o mais intrigante é que mesmo ndo sabendo o0 que ocorre
ao certo no percurso que a particula fez até chegar ao anteparo, podemos somar as
probabilidades como se estivéssemos lidando com ondas, ou seja, a soma devera ser a
soma do quadrado do mddulo da amplitude de probabilidade da particula vir pela fenda
1ou2.

P = |11£11+11{'r2 |2 (83)

O padrao de interferéncia visto na Figura 13 é decorrente da interferéncia entre
os elétrons. Essa interferéncia é provocada pela diferenca de fase entre a funcdo de onda

das particulas que passam pela fenda um e daquelas que provém da fenda dois. Isso quer

2t otz = C, e

dizer que no caso de termos duas fungdes ¥ =6 ", que descrevam o

comportamento do elétron para cada uma das fendas, a diferenca de fase sera:

(84)

Além disso, pela lei de Bragg podemos relacionar o comprimento de onda * do
elétron com a diferenca de caminho percorrido entre os elétrons (ver Figura 14), da

seguinte maneira:

caminho do elétron diferenca de fase
a g
A

(B=0)
2

Desta forma, obtemos uma relacéo entre o comprimento de onda do elétron e sua

diferenca de fase, que se da pela seguinte equacéo:
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s | R

(B=0) — (85)
onde,

a = diferenca de caminho entre os elétrons;

A

2

4 === comprimento de onda reduzido.

Para descrevermos melhor a equacdo (85) vamos escrevé-la em termos de *,

onde, pela Figura 14, temos que:

Figura 14 Diferenca entre os caminhos percorridos pelos elétrons do feixe 1 e 2.

Entéo,
a=d; (86)
Substituindo (86) em (85), temos:
xd
O6=0 =77 (87)

Como ja mencionado, todo campo magnético é acompanhado de um vetor cuja

importancia torna-se bem relevante em sistemas quénticos. Ndo obstante, o fluxo

—_—
—

g
. i . -pA ds
magnético modificara a fase do elétron em . Portanto, a fase na presenca de &,

sera:

q —_——
:I ‘l'— A d.'i'l:l}

6, =6
! h

1(E=0
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onde, 8, e 8, referem-se as fases dos elétrons que fazem os caminhos pela fenda 1 e 2,

respectivamente. Nesse sentido, segundo a equacdo (84), a diferenca de fase sera:

" e el
' =65+, %4 dsyy (88)

Essa alteragdo na fase provoca um deslocamento Ax = x 4+ x, na distribui¢do
dos elétrons, onde x, refere-se a nova posi¢do do padrdo de interferéncia no eixo de
movimento do detector. Para determinar o valor de x,, basta relacionar as fases antes e

depois da presencga de &, conforme segue:

Condicio da fase fase em termos de x

x d
'9.:57':5} A I
g (x+xy) d
L A
Fazendo essa relagdo, acharemos que
= L —_——
xg=AZ 3¢ A dsy_y (89)

A equacdo (89) mostra que a alteracdo na posicdo no eixo de rastreamento nédo
dependera de onde a distribuicdo esteve antes, ou seja, ndo dependera da posicao inicial
x. [6]
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3.3.2.3. Eletron sob Influéncia Magnética

Agora vamos analisar um sistema quéantico cuja interacdo do elétron ndo sera
apenas com o potencial elétrico, mas, além disso, estard sob a acdo de um campo

magnético &.

Foeseeee

X

Figura 15 Arranjo linear de &tomos igualmente espacgados.

Na Figura 15 temos uma linha formada por 4&tomos sob a a¢do de & perpendicular ao
eixo x, e distantes de b entre si. Sendo assim, queremos saber como se da o

comportamento da evolucdo temporal dos estados quanticos para um elétron cuja
referéncia é o atomo posicionado em x.

_Eal_'_l:l‘::l: 2
T or ~ BoC(x)H (90)

onde,

P(x,t) =Clx) = C,

Sendo que ,, é a amplitude de probabilidade para 0 n..,,, atomo.

Evidentemente, a contribuicdo de E,C(x) da-se pelo fato de estarmos
considerando um elétron inicialmente localizado em tal 4&tomo. Sendo E, a energia

minima para ocupar esta posicao.
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De acordo com o que vimos sobre a relagdo entre o potencial vetor e o fluxo de

campo magnético, sabemos que o elétron sofre alteracdo de sua fase Iﬁ'rg.':n} quando na
presenca de . Sabemos também que a integral do fluxo de & normal a uma superficie

da ¢ equivalente a integral de linha do potencial vetor A°(#,+) num circuito fechado.

Portanto, a defasagem ¢» pode ser calculada em termos de 4.

&
I

'WTI&

=
=)
&l

(91)

Considerando que 4 estende-se apenas ao longo do eixo x e sofre variagOes

despreziveis podemos fazer QSE .ds = A.(x,t) - b, portanto, a fase sera

! =itA_.b

Substituindo £ (x) =f.alx na equacdo acima teremos uma funcdo para a

diferenca de fase provocada pela presenca do campo magnético para um elétron

localizado no atomo localizado em x.
¢, = ibf(x) (92)

Portanto, a equacao (90) completa devera ser a seguinte.

_ haclx) _ _ ] —z'bf[x+¥} . _ ibf[x—g}
v E,C(x)— |K-C(x+b)e '+ K-C(x—b)e Y1 (3)
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O sinal negativo antes do colchete representa uma atenuagéo na probabilidade do

elétron estar no atomo localizado em x, podendo estar tanto no atomo a frente — onde
representamos sua amplitude de probabilidade por C(x 4+ b) — quanto no a&omo na
posicdo anterior, cuja amplitude de probabilidade € ¢(x — b). Como estamos lidando
com a probabilidade do elétron estar no 4&tomo localizado em x, dizemos que o sinal

negativo da fase no primeiro termo dentro das chaves nos informa que o elétron esta

“pulando” de volta para o atomo em x. Agora fica claro que a fase positiva do segundo

termo dentro das chaves traz a informacdo de que o elétron estd dando um salto para

frente, ou seja, para o atomo em x. Além disso, o fato de o termo b do argumento de

ambas as fases estar dividido por dois explica-se por considerar que o campo magnético
é aproximadamente constante, dai, por questBes técnicas, é preferivel levar em conta o
campo na metade do caminho. Essas questdes técnicas a que nos referimos sdo as
aproximacdes por série de Taylor que faremos para chegar a equacdo de Schrodinger

para o sistema em questdo. Por fim, temos que K refere-se a intensidade da amplitude

necessaria para que a particula se movimente nesse arranjo atémico.

Como mencionado, precisamos dar um tratamento matematico a equacéo (93) e
chegar numa solucdo para a equacdo de Schrodinger considerando um elétron sob a

influéncia de forgcas magnéticas. O resultado, segundo o Anexo C, sera:

hacC(x)
i dt

= (B — 200 — K0 [~ 17 ()] - [~ i (0 ey

A equacdo acima pode ser reescrita de acordo com as variaveis anteriormente

definidas.

_hoy(F.e)

T = (Bo — 2K)y(7,1) — Kb [;—x - L'—Ax] : [;—x— i%ﬂx] w(F 1)

Dai, rearranjando os termos na forma espacial
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R aw(FL) 1 fh= — b= — 5 -
—— E': = _(_—‘E‘—qﬂ}-(i—v—qﬂ)w(r,ﬂ+wa(r,t] (94)

Esta é justamente a equacdo a qual procuravamos, visto que na equacdo de
Schrddinger (68) para o elétron livre ha as duas contribuicbes do momentum para a
energia cinética de translagdo que vemos na equacdo (94) - como era de se esperar. A
diferenca agora é que existe outra contribuicdo, aquela provocada pela agdo do potencial

vetor sobre a particula.

Entende-se que na presenca do campo magnético a particula sofre uma
desaceleracdo devido a acdo negativa do momentum provocado pelo potencial vetor,

reduzindo a energia cinética e, por sua vez, a densidade de estados quanticos do sistema.

3.3.3. Densidade de Corrente Elétrica e a Densidade de Probabilidade

Ja vimos que a probabilidade de encontrarmos uma particula é dada pelo médulo
ao quadrado da sua funcdo de onda. Mas, como sabemos, para que um dispositivo
eletrobnico funcione as cargas elétricas devem ser postas em movimento orientado
através de caminhos condutores. Esse movimento deve ser compreendido como um

fluxo por unidade de area o qual denominamos densidade de corrente elétrica 7 (ver

Figura 16).

i

v A— |

Figura 16 Densidade de corrente elétrica num fio condutor.
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Imaginemos um elemento de area desse condutor que, na falta de diferenca de
potencial (d.d.p.) a probabilidade de se encontrar o elétron mantém-se inalterada, assim,

7 seré nula. Porém, ao aplicarmos uma d.d.p. V7, a probabilidade P ira variar com o

tempo devido ao movimento orientado das cargas, havendo, portanto, um fluxo de

elétrons através desse condutor no sentido contrario de 17 para compensar esse

desequilibrio energético. Entdo,

w v (95)

Isso implica que se a probabilidade estd aumentando em uma determinada

regido, necessariamente ela deve estar diminuindo em outra.

Sendo assim, de (56) vem que:

o8 _ 0%, 0
v .Eir—l_q’{I Bt (96)

at

Para chegarmos a conclusdo de que a hipdtese da equacdo (95) € verdadeira
vamos substituir (94) em (96) tomando os devidos cuidados para com o conjugado da

funcdo de onda y* e chegar ao seguinte resultado (ver Anexo D):

ap:_—,.j_{l

- [W ((V-awA)y+y(-17- ‘“”E)w*]} 97)

Prova-se, desta forma, que se ha variacdo na densidade de probabilidade do

elétron, evidentemente ha um fluxo orientado no sentido contrario de 17, onde esse

fluxo refere-se ao movimento de cargas por unidade de area. Portanto, relacionando (95)

e (97) definimos ;' como sendo:
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7=z v (V- awR)y +v (-7 - qui) v} (98)

Esta equacdo relaciona a quantidade de movimento da particula com sua
densidade de probabilidade, indicando que o resultado da equacdo sera real. Se
imaginarmos que as cargas localizadas em um atomo delimitado por uma regido cujo
limite encontra-se no infinito, a probabilidade delas serem encontradas na superficie é

nula, ou seja, 1 = 0. Entdo, a probabilidade total de encontrar as cargas estara dentro do

volume limitado pela superficie. Assim, fazendo uma integral de volume no lado

esquerdo de (95), corresponderd a uma integral de volume do divergente de 7, que € o

mesmo que a integral de superficie de .

I Laxdydz == [ - Jandyaz == [T T

Se y» for encontrada proxima da superficie, entdo, dizemos que hd movimento

de cargas.

3.4. Solitons e o Efeito Josephson

3.4.1. Juncéo Josephson

Dados dois filmes supercondutores separados por um isolante da ordem de 104
existe uma probabilidade significativa de ocorrer tunelamento quéntico dos pares de
Cooper atraveés deste.
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Supercondutor

Supercondutor

Isolante

Figura 17 Supercondutor.

A Figura 17 mostra que cada um dos supercondutores, lado 1 e lado 2, tera sua
propria autofuncdo de onda, ¥, ¥, e que descrevera os estados quanticos dos pares de
Cooper, porém, por conta do tunelamento haverd uma interdependéncia entre os estados

dos pares de Cooper, a qual é descrita conforme segue.

h% = Uiy + K, (100)
ot
h% = Uyp, + K1y (101)

Essa interdependéncia é vista através do fator K. Sendo os dois supercondutores
homogéneos e apresentando a mesma quantidade de cargas, entdo a diferenca de energia
potencial entre ambos sera U, — U; = 0. Entretanto, ao aplicarmos uma diferenca de
potencial V nos terminais, vemos que aparece um potencial entre os filmes

supercondutores dada por:

U, — U, =qV (102)

Fazendo um arranjo das equacdes desse sistema concluimos que (100) e (101)

assumem a seguinte forma:
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R _ v T+ Ky (103)
ot
ha%=ﬂ¢2 + Ky (104)

Ainda, assumindo que 4

= Jpie’t e,

= \/p,e'% e substituindo em (103) e

(104) chegaremos a dois sistemas de equagdes complexas. Note que os termos que
buscamos sdo as variaveis p;, 6;, p, e 6,, que correspondem as derivadas dessas

fungdes no tempo.
De (103), temos

Componente imaginaria:

2\/_,01(:0591 o1 /p send;
Componente real:
2\/_plsen91 h,,/p,cosb;

De (104), temos

Componente imaginaria:

%4
- q?\/p_lsenel = K.[p,senf,

vV
- q?\/p_lcosé?l = K.[p,cos0,;

. qV

2\/_p2c0502 h92\/p_zsen62+7\/p_zsen92 = K.[p senf;
Componente real:

2\/_pzsen92 hez\/_c0502+ \/_60592 K./p cos6,
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Fazendo um sistema de equacgdes para achar as varidveis desejadas por meio de

determinantes, chegamos aos seguintes resultados.

.2
pP1 = EK p1p2S€Ns
. K aV
6, =— ’p—ZCOS(S ——
h P1 2h
) 2
P2 = —gK p1p2send

p _ K |p; 5+aV
279 15, °9%° T 2n

Sendo p; e p, as densidades de carga nos dois supercondutores, temos de levar
em conta que o fluxo dessa corrente no tempo ocorre por meio do movimento de pares

ligados de elétrons, portanto, o fluxo tem carga de 2e.

. . 4eK
Jr=2epy = —2ep, = —— p1p2send (105)

Esse é um dos efeitos estudados por Josephson, o tunelamento dos pares de
. . . 4eK N
Cooper aplicando-se um potencial continuo. O termo ET,/ p1p, corresponde a corrente

critica /. que tunela através do supercondutor. Sendo que esta dependera da geometria

do filme e da densidade de pares de Cooper.

Fazendo 6 = 6, — 6,, chegamos & segunda relacio proposta por Josephson, que

nos mostra que
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6 =— (106)

em regime alternado havera certa fase da corrente de tunelamento, cuja frequéncia é

dada por f = %

3.4.1.1. Juncdo Pontual e Estendida

Para o caso simplificado, onde a dependéncia espacial da corrente no plano (x,y)
pode ser ignorada, surge um campo magnético B_O’ gerado por uma densidade total de
corrente, /5. Neste caso, mostra-se que VXB, = o).

A corrente total numa juncdo real tem por componentes a supercorrente de
tunelamento gerada pelo efeito Josephson /. Como contribuicdo também existe os
elétrons que passam pela barreira isolante e que ndo formam os pares ligados, ndo

e ’ %4
estando no estado fundamental, portanto, sua contribuicdo € Jp =5 sendo R a
resisténcia da barreira e S sua area correspondente. Finalmente, uma terceira
. . - . p o0E
componente aparece devido aos efeitos capacitivos (cuja corrente é dada por 55) da

. o . cdv . p
juncéo, descrita por ST Sendo assim, a corrente total sera:

Vv o cdv

Jp=Jr+ st sor (107)

Usando as equagdes (105) e (106) e fazendo w, = /Zefij =, reescrevemos (107)

da seguinte forma:

d29+1d9+ 2gomg = 265 108
aiz Yreag Y oosend = ls (108)

Esta equacdo é semelhante ao sistema do péndulo e é muito Util para juncdes que

operam em regimes onde hé ruido elétrico.
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Agora, pensando numa juncao estendida, onde a fase 6 e a tensdo IV dependeréo
de x e t e, além disso, fazendo com que a média da densidade de corrente atravessando
o dispositivo seja constante, vamos deduzir a equacgéo diferencial que rege esse sistema
fazendo uso das equacbes de Maxwell levando em conta apenas a componente z da

corrente através do isolante. Sendo assim, temos

JE, 0 (V(xt)\ 0B, 109
ax  odx\ d | ot (109
Substituindo (106) em (109) e integrando no tempo, temos:
__ 08 + B 110
y Zed ax Oy (X) ( )

Fazendo ainda a projecdo da equacdo de Maxwell para 0 campo magnético em z

para By,,, obtemos,

0E\ o h 90 C h 920
— Hole RS2e 0t 0526 9c2

U, <u0f+ Mo 5o sen + ———+ ==

Juntando com a equacio (110) e definindo c3 = Mig obtemos uma equagao nao-
0

linear conhecida como equacdo de sine-Gordon (SG) pertubada, conforme vemos

abaixo:

1 5 2eS

Assumindo que o isolante tem resisténcia alta pode-se esperar que a solucéo da
equacdo (111) seja similar ao soliton de (SG) — cuja solucédo é semelhante a metodologia

aplicada para os solitons elétricos — conforme segue:
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Wy x—vt
0 (x, t)4 arctan expifi— ——)
Co 2
Wo
1-—=7
o

Os pulsos solitonicos tém sua amplitude associada com uma tensdo externa,

co

. ;o h
porém eles s6 sdo esperados quando sua largura, dada por L = =% = /ﬂ redl Esse
0 c

potencial externo corresponde a um valor médio de:

h h  2wgv x —vt
V(x,t) =—6, =— sech
2e 2e o2 o2
0 0
C — — — —
g z

onde, V, (x, t) corresponde a pulsos especificos de sélitons, sendo n um ndmero inteiro.

3.4.1.2. Flixon

Internamente o processo fisico que ocorre na jungédo é a propagacéo de sélitons
por meio de fluxos magnéticos quantizados. Isto se da considerando que um pulso com
perfil magnético na direcdo y,

. h 06
Bi(x,t) = 2ed ox

que terd um fluxo através da juncao
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t*° h 08

h
- — +0o
2ed 0x dx 2e [6¢x, O1%

¢=fBT(x,t)ddx=df

—Q0

Se existirem N soélitons propagando-se na juncdo e, tomando ¢ = N¢,, sendo
¢y = zh—e teremos um fluxo magnético quantizado, como de fato ocorre segundo dados
experimentais.
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Conclusao

A equacdo de KdV é de grande importancia tecnoldgica visto que sua descoberta
possibilitou a compreensdo de sistemas altamente complexos. Junto com isso temos a
vantagem de poder controlar melhor os parametros envolvidos em sistemas ndo-lineares
e dispersivos, posto que a metodologia permite extrair diversos parametros de controle

como o fator de ndo-linearidade b na equacdo (55) e a quantidade n de células numa

x—vt

rede — também encontrada na equacéo (55) sob a forman =

Com excecdo da juncdo Josephson estendida, todos os circuitos analisados foram
considerados sem os efeitos dissipativos, portanto, na primeira analise os efeitos
capacitivos e indutivos eram proprios da linha de transmissao e o sinal de tensdo nédo
sofreu alteracdo ao longo do espago-tempo, caracterizando uma onda livre. Ao
introduzirmos um elemento indutivo em paralelo, indutancia parasitaria, notamos que o
pulso ndo mais teria 0 mesmo perfil a medida que se propagasse na linha de
transmissdo. Como observado, quando introduzimos um elemento capacitivo ndo-linear
a velocidade de propagacdo dependeréa da tensdo aplicada. Desta forma, ao aplicar um
sinal suficientemente grande o pico da onda ira se propagar com velocidade maior do
que sua base, fazendo com que a onda perca sua caracteristica ondulatoria logo apés o

momento que esta se “quebra”.

Verificamos que em circuitos discretos (redes de transmissdo) com elementos
capacitivos ndo-lineares é possivel obter uma onda que mantém seu perfil constante ao
longo do tempo devido as caracteristicas dispersivas e ndo-lineares da rede, mostrando
que um efeito compensa o outro. A solucdo da equacdo diferencial que rege esses
sistemas admite uma fungdo hiperbdlica quadrada (com perfil solitdnico). Visto que o
perfil de um séliton mantém-se ao longo do espago-tempo e que este deve ser composto
de diversas ondas propagando-se com a mesma velocidade, denominada velocidade de
grupo, entendemos que a energia deste pacote de ondas deve conservar-se durante todo
0 percurso, sendo este um interessante aspecto, pois, d& margem a uma gama de
aplicabilidade tecnoldgica, tendo em vista a necessidade de obtencdo de tecnologias

mais eficientes e sustentaveis, onde o papel da energia consumida € um fator decisivo.
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Embora os efeitos da supercondutividade se manifestem em escala macroscépica
sua compreensdo depende sumariamente de conceitos que apenas a mecanica quantica
pode manipular e explicar de forma ldgica e estatisticamente previsivel. Desta forma,
com o objetivo de compreender melhor a propagacdo de sélitons em materiais
supercondutores, iniciamos essa etapa do projeto com alguns dos conceitos
fundamentais da fisica quantica, os operadores. Ao longo do projeto notamos as
vantagens de se utilizar essa ferramenta, principalmente quando queremos extrair
grandezas importantes das fungfes que regem os fendmenos envolvendo o movimento

de particulas elementares — como os elétrons.

Como o elétron é uma particula era de se esperar que este seguisse as leis da
mecanica classica, ou seja, a distribuicdo de choques de dois feixes de elétrons deveria,
a rigor, ser um padrdo gaussiano. Porém, o comportamento do elétron em sistemas
atdbmicos geralmente ndo reflete aquilo que se prevé através da fisica classica como, por
exemplo, no caso do caminho percorrido por esta particula quando incidida por uma
fonte de elétrons em um anteparo com duas fendas visto no estudo sobre difracdo de
elétrons. Neste caso, ao contrario do que se esperava, a distribuicdo dos choques devera
ser tal que a soma das probabilidades reflita a interferéncia que ocorre com as fases de
cada particula, indicando um fenémeno de carater ondulatério. Vimos que a equagéo de
Schrddinger pode nos informar, alem das grandezas relacionadas ao movimento, qual
devera ser a densidade de probabilidade do elétron. Se o potencial do sistema for

continuo, entdo a solucdo dependera apenas das variaveis espaciais.

O comportamento do elétron sob acdo de campo magnético leva em conta um
artificio matematico extremamente eficaz, os potenciais vetores “gerados” por essas
linhas de campo que, quando agem sobre particulas em movimento provocam o
deslocamento da fase de onda. As implicacfes dessas alteracGes da fase na equacéo de
Schrodinger sdo que o potencial vetor reduz a densidade de estados do sistema —
desacelerando as particulas. A relacdo da densidade de probabilidade com a densidade

de corrente elétrica ymostra que j soO existe quando P sofre variagdes devido a aplicagédo
de um potencial 17. Posto isto, observamos que os sélitons nas jungdes Josephson

propagam-se n forma de fluxons, ou seja, fluxo magnético quantizado, sendo este

descrito pela equacdo de Sine-Gordon pertubada.
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Anexo A: Polindmio de Taylor sem Resto

Dada uma fungdo F qualquer, representa-se por uma série de poténcias de

(x — ¢) a seguinte somatoria,

oo

FO) =) a,(x—o)"

=ayta(x—c)+a(x—c) +az(x—c)*+-+a,(x—c)"

(A1)

onde ¢ é o valor onde se deseja fazer a aproximacdo por uma série infinita, no nosso

caso a Série de Taylor. Seu dominio € o intervalo de convergéncia da série, sendo esta
continua neste intervalo, podendo assumir derivadas em toda sua extensao (deve-se
tomar cuidado apenas com os extremos do intervalo, pois a convergéncia pode sofrer

distorgdes significativas).

Como f é continua no intervalo determinado facamos a diferenciacdo termo a

termo da série acima até a terceira ordem, por exemplo, para acharmos qual é a forma

de a

.

oo

fl(x) =a;+2a,(x —c) + 3az(x —c)* +4a,(x—c)?... = Znan[x—c]”'l

= =)

F'(x) = 2a,+ (23)az(x—c) + (34)ay(x—c)* ... = Z n(n —Va, (x — )2

oI

" (x)=(23)a; +(234)a,(x—c) .= Z nn—1)(n— 2)a, (x—c)"?

n=0
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Para k& inteiro, temos:

oo

f':k:'[x] = Z nn—1)(n—-2)..(n—k+1)a, (x—c)"*

n=k

Fazendo k = n e x = ¢, temos:

fle) = ay;
f'le) =ay;
F(e) = 2ay;

Frted = 23, a,

Portanto,

£ (¢) = Z n(n—1)(n—2)..(1)a, =nla,

Resolvendo os termos independentes da nossa sequéncia e 0s substituindo na

série (1), entdo:

Fo) = f@+ £ -+ T 4 T e
() ¢
-I-f n!( :][x—c:]”
n2)
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Portanto, assumindo que as funcdes tratadas neste projeto possuem as condi¢fes
necessarias para serem expandidas em séries de poténcia — Taylor no caso — ndo iremos
tratar aquelas que apresentam restos, ou seja, quando x # ¢, ainda que muito préximo e
no intervalo de convergéncia. Dessa forma sera suficiente a utilizagdo da expansdo

acima conforme segue:

(nl¢ .
QO

FO=F@+ Z .
Anexo B: Visdo Geral sobre Série e Transformada de Fourier

Dada uma fungéo f (&) num intervalo 0 < # < 2wque possa ser expandida em

série de Fourier:

A ==}
f(g) = Eﬁ +Z (4, cosnf + B, sinnf)
n=1 (B.1)

Podemos achar uma forma mais geral para essa expanséo e seus coeficientes 4,
e B, de forma que relacionemos & com x, onde x tenha periodoL. Sendo assim, a partir

de uma analise periddica, temos que:

Pagina | 79



Portanto, de (B.1), vem que

oo

(]_AD‘FZ(H Zﬂnx_l_g . ZT'EM)
flx =3 n COS— n SIN—

n=1 (B.2)

Para determinar os coeficientes 4, e E,,, basta multiplicar os dois lados da

2mnx 2mnx

OouU sin
L L

equacdo acima por cos e integrar ambos, de forma que:

L
p _EJ Eﬂnxdx
0
L
5 _EJ' (2)si Eﬂﬂxdx
n T flx)sin .
0

Geralmente a maneira mais usual de representar a série de Fourier é na sua

forma complexa:

e u]

F)= Y ae
= (B.3)

onde, para determinarmos o coeficiente a,, multiplicamos os dois lados da equacao por

—2mimx

e~ L e integramos, mas, sabendo que:
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onde &,,,, € denominado Delta de Kronecker, sendo que, por definigéo:

5 :{D SEMF N
i 1 sem=mn

Entdo, para o caso em que &,,, = 1, temos:

L
1 —2mimx
EJ.f(x]E L dx = Z an'gmnzam

0 n=—es (B.4)

Que é correspondente ao coeficiente a,, dado por (3).

Agora, vamos achar uma funcdo g(y) que se relaciona através de f(x) de
forma que a primeira seja a Transformada de Fourier da segunda — valendo o caso

contrario, onde f(x) € a transformada de g(v).

Definindo as seguintes condicdes:

-
7

y=""—dn=_dy F,=F()

(B.5)

—Zmimx

flx).e T dx

gly)=L.a, =

—_—

[

b

Analisaremos o caso em que L — oo. Onde o somatdrio de uma funcgdo enésima

corresponde a:
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(B.6)

Portanto, aplicando as propriedades de (6) em (3), temos que:

==

F= ) a=§f :

pal b=

flx).e ™™ ¥dx |e™¥dy

N =—o0

b=

I‘\-.'ll

Portanto, as Transformadas de Fourier das funcfes analisadas serdo

2

fG) =2 [7 9(e™dy g = ["_fx).e ™ dx

Substituindo uma equacdo na outra e rearranjando o0s termos, obtemos a seguinte
relacdo:

==

r 1 o r
fo = [ renar— [ eeNay= [ fanac-xax

—oa

Como sabemos a partir das propriedades da distribuicdo Delta de Dirac a integral

S D80 —x"dx" = f(x),
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Anexo C: Aproximag0es Discretas para a Evolucdo Temporal dos

Estados Quanticos de um Elétron Sob Influéncia Magnética

Para a equacdo fenomenoldgica (93) - descrita abaixo sob o indice (C.1) — é
possivel fazer uma expansdo em torno de x no intervalo de convergéncia [—b, b]. Isso
significa que as distancias entre os atomos sdo tdo insignificantes que podemos dizer

que o elétron podera caminhar entre esses espacos. [6], [7] e [10]

. P ibf(x—2
B pe() - koG + e ) 1 eG-ne ] e

Expandindo c(x + b), C(x —b), [ (x + E) f (x - E) e as duas exponenciais em séries

de Taylor (ver Anexo A) até as derivadas de segunda ordem:

C(x+b) = C(x) +bC' () +2C"(x)

(C.2)
C(x—b) = C(x) ~bC'(x) + LC"(x) 3
Flx+d) =@ +2F @+L '@ ca
Fx=8)=f@-2F @+ @ cs)

Para expandir as exponenciais temos de lembrar que
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Portanto,

e_ibf(x"’%) =1-—ibf (x + g) - bz—zf2 (x + g) (C.6)

e (D) = 1+ ibf (- 2) - L p2 (x - 2) (C.7)

2 2

Substituindo as equagdes C.2, C.3, C.6 e C.7 no lado esquerdo de C.1 e, ainda,

definindo C(x) — C, teremos:

E,.C—K|1 'bf( +b) bsz( +b) c+bc’+b2c”
o I\ TR) T TS 2

-efreor(c-9 -5 (-]

c bC"—|—b2C”
2

Agora, vamos substituir C.4 e C.5 na equagéo acima, fazer a distributiva e eliminar os

termos em comum.

E,C — 2KC — Kb*[C" — 2ifC' —if 'C — f?C]

(C.8)
onde, f(x) — f. Entdo, rearranjando os termos em E. 8, temos:
Baclx) _ _ IS - I -
T (ED EK)C Kb [ﬂx Lf] |:E'x Lf] ¢ (C.9

Pagina | 84



Anexo D: Deducéo da Equagéo de Continuidade

Substituindo a equacao de Schrodinger para um meio sob agdo de campo
magnético na equacao(96), teremos:

Fazendo a distributiva no primeiro termo, colocando — —

i

em evidéncia,

teremos

7t~ gV (F-50)- (70 =a0) -0 7+ o) ((F0+ o

2m*

Tomando cuidado para ndo trocar de posi¢do nenhum termo da equacdo acima,
vamos fazer a distributiva e obter:

dP B 1 [h
dt 2m*

- - R o o
Ttﬂ*'f""f"ﬁf—Qtﬂ*‘?'ﬂlﬂ—qmﬂ*ﬁ'ﬁﬂ+w—?lﬂ?"Fiﬂ*

1

— — —_ == ‘EIF a4 a
— qV - AY® — qipA - ViP© —Eqia‘liiﬁéi]

Simplificando vamos usar a seguinte propriedade:

V-fF = fV-F +F -Vf
Entdo, rearranjando os termos conforme segue:
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o= [T Ve a T Rw + wR-Ty) - SuT Ty - a T By
m® L1 i
+w*E-‘v'wJ]
teremos,
Friain 4 ‘F"F%ﬂ—q‘?'%ﬁﬁ%ﬁ—ﬂw'ﬁff—q?'%ﬁﬁ%ﬂ}
t 2m* Li i

Assim, para continuarmos temos de isolar o gradiente aplicando novamente a

propriedade ja mencionada da seguinte forma:

aP

il - — - - -~ — -
o= [T T T+ Ty Ty — g T Tyt — Ty Ty) - - (v

+ q¢E¢*j]

Desta forma, teremos:

E_ 2m*

dP 1 ths - - _. - _.
= [—v (W VY — V) =V (qytAy + qwﬂw*)]

i
Evidenciando o divergente,

5P_ 1

E_ Am*

7| (oo auhv) + (- uyr —quku )|

Assim, rearranjando os termos, obtemos o divergente proposto por (95)

ap__.{1

2 e 3 (5B o(7- k)]

2m*
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