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RESUMO

O principal objetivo desse trabalho € mostrar como um sistema mecéanico
relativamente simples de péndulos conectados por molas, pode representar com
bastante precisdo fenbmenos que envolvem a presenca de solitons, e que até
bem pouco tempo eram desconhecidos (se comparado com o tempo que
compreende o conhecimento cientifico atual), e ndo s6 isso, mas como esse
sistema € eficiente em prever particularidades que seriam dificilmente
observadas e detectadas experimentalmente. Para tanto, foram desenvolvidos
0s conceitos fundamentais sobre a propagacao das ondas a partir da analise de
ondas unidimensionais em uma corda. Em seguida, analisaram-se os casos de
ondas dispersivas, dissipativas e néo lineares, que constituem sistemas
representados por equacdes mais complexas que as ondas livres. A partir desse
ponto abordaram-se os Solitons, que sdo representados por equacdes ndo
lineares e dispersivas, com a caracteristica especial de que a nao linearidade
anula a dispersao. Entre os varios tipos de equacdes solitbnicas, analisaram-se
duas em especial: a equacdo de Korteweg-de Vries (KdV) e a equacgéo de Sine-
Gordon (SG). O estudo desta ultima, porém, foi feito em detalhe, através de uma
rede de péndulos acoplados por molas, observando-se que esse sistema
descreve solugbes localizadas (sélitons) do tipo Kink e Antikink, que se
movimentam em sentidos opostos na rede. Na sequéncia, procurou-se uma
expressao para a energia associada a rede de péndulos e assim relaciona-la a
energia do kink. Observou-se entdo que o sdliton kink pode ser considerado
como uma particula relativistica de energia E;, massa m,, € momento p;. A
natureza corpuscular dessas ondas foram observadas no estudo de colisbes de
solitons kink-kink e kink-antikink. A partir desse ponto, observaram-se varias

propriedades do Kink, inclusive o fato dele poder ser estatico.

Palavras-chave: Sdlitons. Equacéo de Sine-Gordon. Solucdes Kink e Antikink.
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LISTA DE SIMBOLOS

Numero de onda
Frequéncia Angular de Oscilag&o/vibracao de onda
Frequéncia Angular Natural de vibracdo de onda (estado fundamental)
Derivada de primeira ordem em relagdo a x
Derivada de segunda ordem em relacéo a x
Derivada de terceira ordem em relagcéo a x
Constante arbitraria
NuUmero imaginario
Velocidade de grupo de um pacote de ondas
Constante elastica de tor¢do da mola
Angulo de rotacéo de cada péndulo
Deslocamento angular do péndulo em relagdo a seu vizinho mais préximo
Massa de cada péndulo
Aceleracao da gravidade
Comprimento dos péndulos
Altura dos péndulos da oscilacdo em relacdo a posicao de equilibrio
Hamiltoniana que representa a energia total do sistema
Momento de inércia referente a massa e a disposi¢cao dos péndulos
Velocidade da luz
Parametro que relaciona a c, € w,
Distancia entre os péndulos
Variavel temporal que relaciona w, € o tempo t
Variavel espacial que relaciona ¢, e w,
Velocidade arbitraria de propagacao
Variavel dependente de u
Energia associada ao movimento do séliton Kink
Momento angular relativistico do séliton Kink

Angulo introduzido para simplificacéo (¢ = 6/4)



F Funcdo arbitraria dependente apenas de X
G Funcdo arbitraria dependente apenas de T
q Constante arbitraria cujo valore depende do tipo de solugéo kink.
b Constante arbitraria cujo valore depende do tipo de solucéo kink.

n Constante arbitraria cujo valore depende do tipo de solugéo kink.
b'"  Constante arbitraria de simplificacdo que relaciona b e q.

b""  Constante arbitraria de simplificacéo que relaciona b e q.

yr Derivada de primeira ordem em relagédo a T

yrr Derivada de segunda ordem em relacdo a T
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1 INTRODUCAO

Uma definicdo para Sdlitons consiste em considera-los como ondas nao
lineares e dispersivas onde a nao linearidade e a dispersdo se anulam
mutuamente. Mas aqui podem surgir no minimo duas perguntas, “0 que séo
ondas nao lineares?” e “0 que sdo ondas dispersivas?”. Dessa forma, o inicio
deste estudo analisa ondas unidimensionais em uma corda (ondas livres), que
sdo representadas por equacdes lineares, e posteriormente ondas

representadas por equacdes mais complexas [1].

Na natureza, de modo geral, é dificil observar ondas livres, as situacdes
praticas frequentemente envolvem ondas dispersivas, dissipativas ou nao
lineares, que possuem, cada uma, seus respectivos termos caracteristicos. No
decorrer do projeto avaliaram-se os tipos de solucdes de cada um desses
sistemas, e na sequéncia concentrou-se no caso particular de onda néo linear e
dispersiva, criando condicdes de existéncia de uma classe de ondas

extremamente estaveis conhecidas como Sdélitons [2].

Os solitons foram observados e estudados inicialmente no século XIX pelo
engenheiro John Scott Russell, que observou uma “onda solitaria” em forma de
um sino se deslocando em um canal de um rio. Segundo a descricdo historica,
ele seguiu a onda em forma de pulso a cavalo, e observou que ela se propagou
por longas distancias no canal sem perder sua forma nem sua amplitude. Esse
fato o intrigou, e ele decidiu buscar alguma expressdo matematica que

representasse o fendmeno que ele tinha presenciado [3].

A partir desse conceito inicial de Sdliton, estudaram-se dois tipos de
equacdes solitbnicas: a equacao de Korteweg-de Vries (KdV) e a equacédo de
Sine-Gordon (SG). Tanto a KdV como a SG séao equacgdes de onda que reinem
nao linearidade e dispersao, que se anulam mutuamente. Porém a SG, foi obtida
através de um sistema de péndulos conectados por molas, cujas solucdes
aproximadas recebem o nome de solucdes do tipo Kink e Antikink, pois nesse
caso, sempre temos uma propagacéao nos dois sentidos, um Séliton Kink indo da
direita para a esquerda associado com outro da esquerda para a direita no
sistema de péndulos horizontal [4].



A partir desse ponto, iniciou-se uma nova etapa do projeto, a saber, o
estudo do movimento dos péndulos acoplados por molas, ou seja, direcionado a
equacao de Sine-Gordon. O objetivo € determinar uma expressdo mateméatica
para a energia do soliton Kink (e Antikink) descrito por esse movimento. Assim,
por utilizar, nesse calculo, a solucéo proposta para a equacao de Sine-Gordon,
a expressdo matematica encontrada para essa energia €, mesmo que bastante

precisa, também uma aproximagao [5].

E importante, também destacar alguns casos particulares das solucbes
da equacdo de Sine-Gordon: a solucdo colisdo kink-kink, isto €, sélitons no
mesmo sentido mas com velocidades diferentes que se encontram e continuam
seu movimento apos a colisdo como se a mesma nao tivesse acontecido; a
solucdo soliton breather, em que a energia se concentra de forma localizada e
oscilatéria, como um respiro; e a solugdo colisdo kink-antikink, encontro com as
mesmas caracteristicas da colisdo kink-kink, porém os kinks aqui estdo em

sentidos opostos e permanecem em sentidos opostos apos a coliséo [5].

Um exemplo bastante interessante relacionado com a equacéo de Sine-
Gordon é de ser possivel associar a cada soliton representado pelo movimento
dos péndulos, um numero inteiro positivo ou negativo, igual ao namero de
rotacdes completas na rede. Este nimero inteiro associado a uma onda do tipo
séliton € uma quantidade conservada; quando dois soélitons interagem resulta,
associado aquele momento da colisdo, em um o0 novo numero, a soma dos dois
primeiros. Um sdliton pode ter qualquer niumero inteiro positivo ou negativo.
Assim sendo, pode-se somar e subtrair com os sdlitons, o que leva a pensar que
eles podem ser utilizados em calculadoras eletronicas, utilizando-se para isso

principios do efeito Josephson [6].

Outra caracteristica, € que devido as propriedades particulares dos
solitons, além de ondas, eles também sédo apropriados para representar

particulas elementares [7].
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2 DESENVOLVIMENTO

Neste capitulo sdo apresentados 0s conceitos e 0s objetivos principais do
projeto, demonstrando-se a deduc¢ao da equacao de Sine-Gordon, e da equacéao
da energia do Kink-Antikink, além de algumas outras particularidades da

interacdo entre essas ondas localizadas.

2.1 Ondas dispersivas e ndo-lineares: Equacao de Korteweg-de Vries

Em uma corda finita, propagam-se, de modo geral, simultaneamente,
ondas progressivas nos dois sentidos, por exemplo, para a direita e para a

esquerda em uma corda horizontal. Define-se entéo, as funcdes

f(x —vt) (2.1.1)
e g(x + vt), (2.1.2)

representando a propagacao para a direita e para a esquerda respectivamente,

com velocidade v [1].

Tais funcdes sdo variaveis no espaco € no tempo e, nesse caso, se

combinam para formar o perfil da onda, dado por
y(x,t) = f(x —vt) + g(x + vt). (2.1.3)

A Figura 1 mostra uma onda se propagando para a direita (eq. 2.1.1).
Observando-se a onda em outro referencial 0'x'y’, que coincide com Oxy para
t = 0, mas se desloca com a velocidade v da onda ao longo de Ox, o perfil da

onda ndo muda (perfil constante) com o tempo nesse novo referencial, ou seja,
y' (' t) =y'(x',0) = f(x),

f € uma funcdo somente de x'.
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X
y(x, 0] Y (x',0)

=Y

Figura 1. Onda livre se propagando para a direita [1].

A primeira equacao representando ondas livres (na corda) foi proposta por

d’Alembert no século XVIII, conhecida como equacéo de onda unidimensional:

=0, (2.1.4)

gue é uma equacdao diferencial parcial de segunda ordem nas variaveis x e t.

Observa-se assim, que a equacéo (2.1.3) € solucado geral da equacao (2.1.4).
A equacdo (2.1.4) admite solucBes harmdnicas do tipo

y(x’ t) — Aei(kx—wt)’

onde A é uma constante arbitraria, k € o numero de onda, e w é a frequéncia

angular de oscilacdo. Assim, tem-se

0%y . 0%y .
— .2 kx— — 1,2 kx—
F =w Ae‘( x—wt) e ﬁ =k Ae‘( x wt).

Substituindo-se essas duas relagdes acima em (2.1.4)
szei(kx—wt) — p2 (kZAei(kx—wt)) =0

>  w?=v?k?

que é uma relacao bastante importante entre essas trés grandezas relacionadas

as ondas.
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Observa-se que as ondas descritas pela equacédo (2.1.4) satisfazem o
principio de superposicao, visto que sao representadas por equacdes lineares,
e que elas sofrem interferéncias, construtivas ou destrutivas, dependendo da

diferenca de fase entre elas [1].

Em seguida, nota-se que a equagéo (2.1.4) pode ser fatorada em dois

termos

0%y Zazy_(a$ a>(a+ 6) _ o
oz U oxz \ar ! Vox/\octVox)Y T

e conclui-se que as equacdes

Ve t vy, =0 (2.1.5a)
ey — vy =0, (2.1.5h)
também satisfazem a equacéo (2.1.4), onde define-se

ay_
ot

dy
Ve e i Vy - (2.1.6)

Assim, pode-se afirmar que todas as solu¢des de cada uma das equacdes
(2.1.5a) e (2.1.5b), também sé&o solucbes de (2.1.4).

Fazendo v = 1 (para facilitar os calculos), temos que a equacédo (2.1.5a)

representa uma equacao de onda (livre) do tipo
Ye+yx =0, (2.1.7)
cujo perfil de onda é dado por y(x,t) = f(x — t).

Em seguida, analisaram-se os casos de ondas dispersivas, dissipativas e
nao lineares, que diferem da equacao (2.1.7) por um termo caracteristico de cada
tipo de equacao de onda [2].

Considera-se, primeiro, 0 caso de ondas dispersivas, caracterizadas pelo

termo dispersivo (y,,, = 3y/dx3), definido pela seguinte equacédo de onda:
Ve + Ve + Yxx = 0. (2.1.8)
Considerando-se, para essa equac¢ao, uma solucdo harménica do tipo

y(x,t) = Ae'lex—wD), (2.1.9)
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tem-se
—iwAeilx=0t) 4 jpfeikx—wt) 4 j3)3 geilkx-wt) —
=> —iw+ik+i’k3=0
= w=k+i%k3
ou seja, para que (2.1.9) seja solucéo de (2.1.8),
w=k—k3, (2.1.10)
de modo que, k € o numero de onda e w € a frequéncia angular.

As expressdes do tipo (2.1.9) que satisfazem a equacdo (2.1.7)

descrevem ondas que se propagam, por definicdo, com velocidade

assim,

= v=1-k=

Isso mostra que ondas que possuem diferentes nimeros de onda se
propagam com velocidades diferentes, e isso é 0 que caracteriza uma onda

como dispersiva [2].

Outro aspecto desse tipo de onda, que pode ser citado, € que apesar de
possuirem uma velocidade linear de propagacao, de cada componente da onda,
elas possuem também uma velocidade de grupo, v,, que € a velocidade de
propagacéo de energia, isto é, existem pacotes de onda que se repetem e que

se movem, por definicdo, com velocidade

_ dw
Ug = dk .
No caso em estudo,
vy =1-— 3k2.

Por outro lado, substituindo (2.1.10) na equacao (2.1.9), tem-se
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y(x,t) = Aeiltkx—wt) — Aei(kx—(k—k3)t) — Aei(kx—kt+k3t)
> y(xt) = [Ae!FkD] [eltF] (2.1.11)

Na equacédo (2.1.11), o termo da esquerda representa uma onda livre
onde w=k (v=1), enquanto o termo da direita representa um termo

dispersivo.

Isso quer dizer que ondas representadas pela equacao (2.1.8) dispersam

energia a medida que se propagam [2].

O segundo caso refere-se a ondas dissipativas, caracterizadas pelo termo

dissipativo (—y,,), Yxx = 0%y/0x?, obtendo-se a seguinte equacdo de onda:

Ve + Ve — Vax = 0. (2.1.12)

Considerando-se uma solucédo harménica do tipo (2.1.9) para a equacao
(2.1.12), implica

w =k — ik?. (2.1.13)

Utilizando um calculo similar ao caso anterior, tem-se que uma solucéo da

equacao (2.1.12) tem a seguinte estrutura
y(x,t) = [Aeltx=kD] [e~tk*] (2.1.14)

Como no caso das ondas dispersivas, o termo da esquerda representa
uma onda livre onde w = k, (v = 1), enquanto que o termo da direita, nesse caso,
descreve um decaimento exponencial com o passar do tempo, que € chamado
de dissipagéo. Observa-se que o sinal do termo dissipativo na equagéo (2.1.12)
é importante, pois ele influencia o sinal negativo do expoente do lado direito da
solugéo (2.1.14).

No terceiro caso, analisam-se ondas néo lineares, caracterizadas pelo

termo néo linear (yy,), obtendo-se uma equacao de onda nao linear:
Vet Vx T Yy =0, (2.1.15)
Ou ainda,

Ye+ (1 +y)y = 0. (2.1.16)
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A equacéao (2.1.16) sugere que a equacdo (2.1.15) pode ser entendida
como uma variacao da equacao (2.1.5a) onde

v=1+y.
E pode-se escrever uma solucao geral da equacéo (2.1.15) como
y(x,t) = flx—vt) = f(x = (1+y)D), (2.1.17)
onde f € uma fungéo arbitraria.

Ao contrério das ondas lineares, solu¢cdes harménicas nado satisfazem as
ondas ndo lineares, ou seja, ndo se pode determinar relacbes entre w e k, tal
que a equacédo (2.1.9) seja solucéo de (2.1.15). Também nota-se que as ondas
nao lineares nao satisfazem varios propriedades das lineares, como por

exemplo, o principio de superposicao.

Com base nos trés casos anteriores, analisa-se um caso especial de onda
gue reune tanto nao linearidade quanto disperséo, conhecida como equacéo de

Korteweg-de Vries (KdV) [2], representada de maneira geral por

af B
Ye + Tyyx + Fyxxx =0, (2118)

onde a, f e y sd0 nUmeros reais.

Uma escolha conveniente desses trés numeros, por exemplo, tem como

resultado uma forma bastante utilizada dessa equacéao, representada por

Ve = 6YYx + Vexx = 0. (2.1.19)

A equacao de KdV representa uma classe de ondas conhecidas como
sélitons, caracterizadas por solucdes estaveis e localizadas. Isso acontece

guando a nao linearidade anula a disperséo, garantindo estabilidade a onda [2].

Ondas desse tipo foram observadas pela primeira vez no século XIX no
canal de um rio, e como 0 nome sugere, séliton, pode ser entendida como uma
onda “solitaria”, porém que pode se propagar por longas distdncias sem mudar
sua forma (onda de perfil constante). Pode-se dizer que, o que mais chamou a
atencado do seu descobridor (John Scott Russell), foi sua grande estabilidade,

isto €, aléem de percorrer grandes distancias (no canal do rio), a massa de agua
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gue se elevou para formar o pulso mantinha praticamente a mesma amplitude

inicial durante todo o trajeto observado [3].

Porém, nem todas as estruturas de solucbes localizadas e estaveis
(sélitons) sdo descritas pela equacéo (2.1.18 ou 2.1.19) ou por alguma de suas
variacdes. Dessa forma, uma nova categoria de sélitons pode ser obtida por uma

equacao conhecida como equacao de Sine-Gordon (SG) [4].

2.2 Equacao de Sine-Gordon

Como a equacgao de KdV, a SG envolve tanto nao-linearidade quanto
dispersdo. Essa equacgédo, que possui uma excepcional estabilidade, pode ser
obtida através de uma rede de n péndulos conectados por molas, como na Figura
2.

ATATATATATATATATATATATAYATATATATATATATATATOTATATATATATAYATATA
YAV AT AV A AYAYATAAYA AYAYAVAAYAYAYAVAYAVAAYAVAVAVAVAVAVAVAY Y

Figura 2. Redes de Péndulos conectados por molas [5].

Associando-se os termos de energia cinética rotacional, energia
elastica (molas) e energia potencial gravitacional, a equacdo do movimento do

enésimo péndulo do sistema é dado por [5]

I/d6,\> B ,
= z §<E) +5 (6 —6n1)” + mgL(1 — cos 6,)]. (2.2.1)
n [Energa Cinética m f;n"%’tia {’ote;lcéal
Rotacional (Ey) Elastica (Eg) ravitacional (Eg)

onde H é a Hamiltoniana que representa a energia total do sistema.
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A energia cinética rotacional (E,) é analisada sobre o seguinte aspecto

Wn

_d0 _11<d0n>2
S odt "2 \at)’

onde w,, € a velocidade angular de rotacdo e I € o momento de inércia referente

a massa e a disposicao dos péndulos.

A energia potencial elastica (E,;) € analisada sobre o seguinte aspecto
1
MO =On—Ony =  Ep=5[(86)%

onde A6 é o deslocamento angular do enésimo péndulo em relagéo a seu vizinho
mais proximo com relacdo a um movimento no sentido de 6,,_; — 6,,, € B é uma

constante elastica de tor¢cdo da mola entre cada um dos péndulos.

J& a energia potencial gravitacional (Eg) € analisada sobre o0 aspecto da

Figura 3.

Figura 3. Determinacao da altura h em funcéo de L e 8 [Fonte Pessoal].
E,=mgh e h=L-y = E;=mg(L-y).
Pode-se observar na Figura 3, que
cosd=y/L = y=Lcos@ = h=L—-—Lcos@ = h=L(1—-cosh).
Logo,
E;, = mgL(1 — cos0).

onde m € a massa de enésimo péndulo, g é a aceleracdo da gravidade que puxa

0 péndulo para a posicao de equilibrio e L € o comprimento dos péndulos.
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Por outro lado, pela conservacéo de energia (energia total constante),

1 _de, d%e, /3 d[6,° + 0n_1° — 26,6, _4] de,,
Lsinf,——| =0.(2.2.2
Z [ T dt tmglsiny-g71 =0.(2.2.2)

A partir da equacéo (2.2.2), tem-se

a6y d’ On dQ dgn 1 dQ dgn—l de, B
Z[ dt dt? 2<29n dt + 20 1—— dt — 20, 1—- dt —20,—— dt + mgLsin 0,, — It =0,

que leva a

z A0 &6, 1+ 8|6, - )dH" = )de + mglL edg 0.(2.2.3
at aez TP On-1) =g = (On = On-1) =5, |+ mglsinOn -7 = 0.(2.2.3)

Abaixo esta representado uma expansédo da equacao (2.2.3) paran =1,

n=2en=3.

[ do, d?e, do, do, de,

.t E dt2 + ,8 ((91 - HO)E - (91 - BO)W + mgL sin 91?
+-d92d292+ C e)dgz (6 e)de +mgL ede 2.2.4
at acz TP\ m 05— (% ar )T maksingz o (224)

Id@ 3 d?0; p p dos _0 do, N L ] d9 bz 0
dt dtz ﬂ (3 2) dt ( 2) mg Sln 3 d -

Que pode ser agrupado como

_ 6291 | i del
vt |1 I B0, + 6y, — 26,) + mgL sin 91- —
9°6, __]de,
+|1 5z — B(0s + 61— 26,) + mgLsin 92- s (2.2.5)
9°0 _]d6s
+ Iatz _ﬁ(94+92—293)+mgl,51n93 E-F:O

Ou na forma geral

629
z ll ot2 ﬁ(9n+1 + 60,1 Zgn) + mgL sin Hnl d_tn =0. (2.2.6)

n
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O produto de duas quantidades resultando em zero, implica que uma
delas (ou ambos) € igual a zero. Dessa forma, pode-se escrever a equacgao
(2.2.6) na forma

220

I atzn - ﬁ(9n+1 + Hn—l - Zen) + mgL sin Hn =0 (2.2.7)
Ou ainda,

0%0, mgL

5z (9n+1 + 60,1 —26,) +—— ] ——sinf, =0 (2.2.8)

A solucdo exata para a equacdo (2.2.7) ndo € conhecida, mas uma
solucdo bastante precisa consiste na aproximacdo no limite do continuo,
considerando que a distancia a entre os péndulos é muito pequena, e dessa
forma, cada péndulo sofre influéncia apenas de seus dois vizinhos [5]. Condicao

gue pode ser descrita como

2
Co
g > mgL ou P w3 (2.2.9a)

e reescrita na forma

Co
—=d »a. (2.2.9b)
Wo

Por outro lado, a expanséo de Taylor de 6,,., até a quarta poténcia [5]
implica

600 = 0, + 60+a2629+a3639+a4649
nl = Yox T2 ox2 T 3103 T A oxt

Dessa forma,

a? 026 a* o6
Onss + Onoy = 20, +2 57— +24' — (2.2.10)

Considerando-se uma variagdo muito pequena de 8, tem-se

LAY
— ] -
@ Ox*

E pode-se escrever a relacao (2.2.10) como
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_ 2620 1 464‘9 ~ 2620

9n+1+9n_1—29n=a ﬁ-i_ﬁ a W =a ﬁ’ (2211)
com aproximacao em segunda ordem [4].

Substituindo a relacéo (2.2.11) na equacéo (2.2.8), chega-se a
%6 B . 0%0 mglL
2 " TY 32 + ] sinf = 0. (2.2.12)

Definindo-se ainda as seguintes quantidades

mglL a?

w2 =Tg e 2 =ﬁT (2.2.13)

representando o quadrado da frequéncia angular de oscilacdo e o quadrado da

velocidade linear de propagacao do pulso pelos péndulos respectivamente [4].
Substituindo (2.2.13) em (2.2.12), tem-se a equacéao de Sine-Gordon:

9% 0%

F—CO ﬁ+w§ sinfg =0. (2214)

Portanto, a equacéo (2.2.14) ndo é exatamente igual a equacéo (2.2.1),

mas € uma boa aproximacao considerando-se pequenas variacdes de 6.

Um olhada rapida na equacéo (2.2.14), ndo permite identificar que ela
contém dispersdo e nao linearidade, mas na verdade, essas duas entidades
estdo representadas combinadas pela mesma expressao, wj sin 8, que pode ser
escrita como wi[6 + (sin8 — 0)] = w30 + wi(sin§ — #). A dispersdo é dada pela

parte linear w36, enquanto a ndo linearidade é dada por w3(sinf — @), que

. ~ 6
através de uma expansio pode ser representada por w2 [— Pri e S ]

2.2.1 Ondas lineares no limite de baixa amplitude

Para pequenas amplitudes (de oscilacdo dos péndulos) na equacao
(2.2.14), temos por aproximagdo uma equagao simplificada com 8 K1 -
sin 8 = 0, conhecida como Klein-Gordon (KG) [4]:

960,020

F_CO W+w%9 =0. (2211)
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Esta € uma equacéao de disperséao linear, onde como visto, w36 é o termo

dispersivo.

Admitindo-se solucdes do tipo
0 = 6, cos(kx — wt), (2.2.1.2)
cuja representacao € uma onda plana, tem-se

0%0 0[—0y(—w) sin(kx — wt)] 5
Froie e = —0yw* cos(kx — wt)

020 _ d[—6ok sin(kx — wt)]

322 T = —0,k? cos(kx — wt).

e

Substituindo-se essas relacdes na equacgéao (2.2.1.1), observa-se que
—[8yw? cos(kx — wt)] — co?[—0pk? cos(kx — wt)] + wi[f, cos(kx — wt)] = 0
= [0, cos(kx — wt)][—w? + cy?k? + wE] = 0
= —w*+cfkP+wi=0
= w?=cr%k? + Wi

De onde tem-se a seguinte relacéo de dispersao

w = /c02k2 + w? (2.2.1.3)

Observa-se, nesse tipo de equacéo, que w, € uma frequéncia de corte: 0
namero de onda k € imaginario se w < w,, isto €, ondas com frequéncia abaixo

de w, ndo podem se propagar [4].
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k

Figura 4. Relacéo de disperséo para pequenas amplitudes de ondas [4].

2.2.2 Solugbes tipo Kink: Ondas com grandes amplitudes

Para grandes amplitudes, temos uma classe de sdélitons conhecida como
solucéo tipo Kink, que se propagam simultaneamente nos dois sentidos, de
forma que, se temos um kink se propagando para a direita, temos um antikink

vindo da esquerda [5].

Para tornar esse tipo de equacdo mais familiar e representativa € feita
uma série de substituicdes e rearranjos matematicos que ajudaram a entender

melhor a esséncia e particularidades de sua solucéo.

Inicialmente, dividindo-se equacdo de SG (eq. 2.2.14) por wy? # 0,

obtendo-se

1 020 c,% 3%6
wo? 0t?  wy? 0x?

+sin@=0. (2.2.2.1)

Utilizando a seguir a substituicdo

wWq

wot =T e — =X, (2.2.2.2a)
Co
tem-se
wo?
0T? = wy?0t? e 0X? = —0x>. (2.2.2.2b)
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Aplicando-se as relagfes (2.2.2.2b) na equacéo (2.2.2.1), tem-se

— —— +sinf=0. (2.2.2.3)

Procura-se agora por solucdes localizadas de perfil permanente dado na

forma
6 =0(s) =0(X—uTl), (2.2.2.4)

onde s=X—uT,e 8 -0 e df/ds — 0, quando s - +oo, com s uma variavel

dependente de u, que é uma velocidade arbitraria de propagacéao.

Observa-se ainda que,

a0 20
df = —dX +—=dT

0X oT
P 1L PO T
T 9s \aX ds \oT
a0 a0
= df=—1)dX+—(—uw)dT
ds ds
= db = %6 dx 96 dar
"~ ds ”as
Dessa forma, pode-se escrever
d _ d d _ d 2295
ax "as € ot~ Y& (22.2:5)

De modo que a equacgao (2.2.2.3) se reduz a Equacéo Diferencial Ordinaria

6( 69) 6(69)+_9_0
v ”as ds \0s Sy =
2629 0%6

F—F+sin9=0

2

= (1—u2)F=sin9

920 100\ (08
> A-uw)a(5) = sime(5)

Observa-se também que
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d (d9)2 B 2d9 d26 0(d9> _d(cos0)
ds\ds) " ds ds? ¢ Sin ds ds

Portanto, na sequéncia pode-se escrever

1 d /do\> d(cos 9)
— Y| —-(—) = — | ——— 7
u)Zfds<ds) f ds ds

(1-u? (d@ z

= > E) =—cos@+C C = cte

Ou ainda

a6 [2(C —cos0) ey
ds | (1-u? (2226)
Buscando-se solucdes localizadas onde 8 - 0 e d8/ds — 0, quando s —

to0 isso implica que C = 1.

Integrando essa equacéao, obtém-se

6(s) de S 1
f = f ——ds
0(se)J2(1 —cosB) Js,/1—u
N (s —S0) _ f%) ae
" V1-u? Jy(s)4/2(1 — cos B)

Observa-se ainda que

0
cos@ =1 — 2sin® =
2
E que

1 _ 1 _ 1
\/(1—c059) Jl—(l—Zsinzg) \/fsing

O que implica que

1

0
fm f\/?sm— ﬁzhl(tanz)

E pode-se concluir que




6(s)

() L)
6(so) \/2(1 — cos6) \/— 6(so) (1 — cosH) 2/ N2 oo

6 4o o110
=4 = [ln (tan —)]
0(so) v/ 2(1 — cos 6) 4/1g(sp)

Assim tem-se que

(s —50) _ 6(s) 6(so)
im—ln(ta T— an 4 )

Para simplificar os célculos, considera-se que

In <tan H(ZO)> =0

O(s
= tan (o):1
0(sy) nm
— =1,2
2 1 n ,2,3

E dessa forma, tem-se

25

+ % ~Inta @)
5 tanc = exp (J_r H)
O que leva a
6 = 4tan~! [exp (i %)] (2.2.2.7)

A equacao (2.2.2.7) representa uma solugao localizada (“onda solitaria”),

isto é, um sdéliton, que viaja com velocidade —1 < u < 1. Os sinais (1) da solugéo

corresponde a ondas que se propagam em sentidos opostos (simétricos), que

sdao chamadas de solugoes tipo kink (e antikink), que estéo representadas na

Figura 5 como uma funcéo de s, com s, = 0.



26

Figura 5. Representacédo de uma forma de onda kink (azul) e antikink (laranja) como
funcdo de s = X —uT, u = 0,5 [Fonte Pessoal].

Quando s vai de —oo para +o, a rotacdo do péndulo de 0 para 2m
representa uma solucéo kink, e de 0 para —2m uma solucao antikink. Supde-se
um kink se movendo da esquerda para a direita, e apos a reflexdo no fim do
sistema de péndulos, este se torna um antikink no sentido oposto, movendo-se

da direita para a esquerda.

Um ponto interessante a destacar, € que através da relacao (2.2.2.5) e da
equacado (2.2.2.7), observa-se que a derivada espacial (00/dX), que é o

gradiente do angulo de rotacdo, pode ser calculado separadamente como funcéo

de s.
Para facilitar os calculos define-se a seguinte grandeza
! (2.2.2.8)
V1 —u?

Posteriormente a razdo dessa escolha ficara mais clara, mas por

enguanto isso permite reescrever a equacao (2.2.2.7) como
0 = 4tan"exp(£ys)]. (2.2.2.9)
Observa-se também que por definigdo

65_6(X—uT)_1
X X

assim
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06 06

%= 5 (2.2.2.10)

A partir da equacgéao (2.2.2.9) e (2.2.2.10), pode-se concluir que

00 4ye’s 9 2 eV’

X 1+errs VT errs
Que leva a
9 _ 2 h 2.2.2.11
ox = 2V sec (vs) (2.2.2.11)

De modo semelhante, a derivada temporal (08/dT), que corresponde a
velocidade de rotacdo do kink (ou antikink), pode ser calculada através das
equacoes (2.2.2.5) e (2.2.2.11), onde por definicdo tem-se

00 00 (X —uT) _ a0
or —os’ or  “ox
E assim obtém-se
a0
37 = —2uy sech(ys) (2.2.2.12)

As equagdes (2.2.2.11) e (2.2.2.12), mostram que a derivada espacial e
temporal de uma solucao tipo kink também séo pulsos de sélitons localizados.

Suas formas séo representadas como funcao de s na Figura 6.

Figura 6. Representacao de d0/0X (linha azul) e d8/4T (laranja) como uma funcédo de
s =X —uT, parau = 0.1 [Fonte Pessoal].
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2.2.3 Contracao de Lorentz de um saliton tipo kink

A medida que a velocidade do kink se aproximada da unidade (u —
1 ou — 1), na equagéo (2.2.2.7) sua largura fica mais estreita devido ao fator de
contracéo de Lorentz (V1 —u?) no denominador do expoente da mesma; como
consequéncia da forma da prépria equacdo de SG, que é invariante para a
transformacdo de Lorentz de variaveis independentes de (X,T) para (X', T'),

tem-se que
6=606() , s=X-uT
Com a seguinte transformacao
X->X =yX—ul) (2.2.3.1a)
T > T =y(T —uX) (2.2.3.1b)

De onde obtém-se, respectivamente

ox' X' 2232

ax Y e o7 = "W (2.2.3.2a)
o _ o _ 2.2.3.2b
X - TW e =Y (2.2.3.2b)

Assim como nos casos anteriores, inicia-se a analise da situagdo com a

expressao abaixo

do = aHazx+ang
T 00X oT

06 0X' N 06 oT' X + 06 X' N 06 oT'
oX' 3X, " 9T X ox' T " 9T’ T,
Y —uy —uy Y

= df = dT

= df= 96 ax daT +60 dX + ydT
= g7 \L4X ~wrdl | + 70| —uydX +ydT
(79,4 dT

do = 96 dx' + 96 dT’
) T’
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E como consequéncia da relacéo (2.2.2.5), chega-se a

0 9] 0 0 9] 9]

“Wor € ar ~ Wox TV

ax _ Vox

(2.2.3.3)

Aplicando (2.2.3.3) a todos os termos na equagao SG (2.2.2.7), conclui-

se que
02 0 ( ) 02
axz ~ ox \' ox’ axax' Y oxaT
= Vo ag) 3 (3%)
axz ~ Vax \ox ””aT' oxX
> am=van(rap-war) W (rap W)
axz Vox \Vox ”aT' ax' or
L 2L 2262 2,2 0° 2.2.3.4
axz =~V x2S axar TV gre (2.23.40)
92 a ( 0, 0 )_ 92 . 92
" orz T oar\"™ax " Var) T "“Warax T Y aror
02 3 0 (6) 0 (6)
arz - Wax \ar) T Var \ar
02 3 0 ( 0 N 0 >+ 0 ( 0 N 6)
otz - Wox \TWoax TVoar) TV \TWox TV o7
L e 2262+252 2.2.3.4b
arz = Y gy T MY Gxar Y G2 (22.3.4D)

Substituindo-se entéo, as expressoes (2.2.3.4a) e (2.2.3.4b) na equacéo
(2.2.2.7), obtém-se

P
Wyt T Y Gyt g

2 2 2
—(y? g — 2uy? 4 + u?y? g +sinf =0
ax'? aX'oT’ aT"?
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- , , 0%6 Duiy? 220 L2 ik
Y axE T axer T g1
_2az + 2uy? 0* + —u?y? 2+sint9—0
Voax T axmar T T G B
= (uy? - 2)626_'_(2_ 20,2) az+-g—0 2.2.3.5
y y X7 y ucy Py sinf = (2.2.3.5)

Observa-se que para que essa equacgao seja matematicamente idéntica

a equacao (2.2.2.7) deve-se ter necessariamente

1
22 _ 2 1 2 _ '
uy Y A 4 12
para
20%6 026 .
s ——+sinf =0
oT'’ X'

0 que soO é verdadeiro se, e somente se,

como sugerido na equacéo (2.2.2.8).

Considerando-se, em seguida, s, = 0, s = X — uT e substituindo-se X e T
por seus valores da relagdo (2.2.2.2a), na solugéo da SG, equacéo (2.2.2.7) ,

tem-se

w
=x —uwyt
Co

V1 —u?

0 =4tan!|exp

Fazendo-se v = uc, e utilizacéo a relacéo (2.2.9b), obtém-se

Co 0

V1 —u?

20 x — L wot
—X——wg
6 =4tan"! |exp | —F—



[ x — vt
= 6@ =4tan!

- Jl—_c—z/I

Portanto, & medida que a velocidade v do sdéliton, que é sua velocidade
linear, se aproximam do valor limite ¢y, 0 séliton permanece constante, mas sua

largura fica mais estreita devido a contracdo de Lorentz do seu perfil, dado por

<d /1 ——2> e sua “forma de onda” se aproxima de uma fungdo degrau. Em

outras palavras, a largura do soliton decresce quando v aumenta. E importante

destacar que a amplitude do kink € independente de sua velocidade, como

observado na Figura 7 [5].

[y
T

-6 -4 -2 2

4

6

)

Figura 7 Contracdo de Lorentz de uma solucgéo kink representada para diferentes

valores de u = — = 0 (azul); 0,6 (laranja); 0,9 (verde) e d = 1 [Fonte Pessoall.

2.2.4 Propriedades Particulares de um Sdliton Kink

A energia total de uma rede de péndulos conectados por molas esta
associada a soma da energia cinética de rotagéo, da energia potencial (elastica)

entre péndulos vizinhos, e da energia potencial gravitacional, através da seguinte

relacéo:

E= i EI (—) + %ﬁ(@nﬂ —6,)? + mgL(1 — cos6,)

i=1




32

onde [,6,,5,9,me L sdo, respectivamente, 0 momento de inércia referente ao
movimento do péndulo, o angulo de rotacdo, uma constante relacionada a torcéo

da mola, a aceleracdo da gravidade, a massa, e 0 comprimento dos péndulos,

[5].

| ~ |(9ni1 - gn)/a| onde a

Na aproximacao do limite do continuo, |a‘9/ax

€ a distancia entre os péndulos; assim, a equacao (2.2.4.1) pode ser reescrita na

forma integral como

e[ L) 413 (Z) + vt -coso|a 2242
=2) |2\ 5 €0 i wj cos x (2.2.4.2)

onde w? e ¢ tem a mesma definicdo dada pela relacéo (2.2.13).
Wo

Em termos das variaveis X=-—= e T=uwot, também definidas em
0

(2.2.2a), a equagéo (2.2.4.2) é escrita na forma

E=Lose [ [HE) +2(Z) + - coso]ax 2243
—Ewocof_mzaT > \ax (1 —cosB) (2.2.4.3)

onde o fator Iwyc, define a escala de energia, [5].

Dessa forma, a energia Ex do soliton kink (ou antikink) pode ser calculada
substituindo-se o valor de 6 da equacédo (2.2.2.7) na equacdao (2.2.4.3), que pode

ser reescrita de forma simplificada como
I
E = E(U()CO (El + EZ + E3) (224’4’)

onde E;, E, e E5 S0 0s trés termos de energia, respectivamente.

O primeiro termo, E;, € o termo de energia cinética rotacional:

E —1j+w(69)2dx 2.2.4.5
1_2_00 oT (2.2.4.5)

Substituindo a expressao encontrada para a derivada temporal (06/4dT),
(eq. 2.2.2.12),

400
E, = E_f [—2uy sech(ys)]? dX
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+ o0
= E = ZuZny sech?(ys) dX

resolvendo essa integral [5], obtém-se
E; = 4u?y (2.2.4.6)

O segundo termo, E,, é o termo de energia potencial (elastica):
=2 (%) ax 2247
279 . \ox (2.2.4.7)

Substituindo-se a expressdo encontrada para a derivada espacial
(06/0X), (eq. 2.2.2.11),

1 [+
E, = Ef [2y sech(ys)]? dX

400
> E,= ZyZJ sech?(ys) dX

Um método semelhante ao usado para calcular E,, fornece
E, =4y (2.2.4.8)
O terceiro termo, E5, € 0 termo de energia potencial gravitacional:
+o0
E; = Ef_m (1 — cos ) dX (2.2.4.9)
gue pode ser escrita como

+ 00 9
Ey =2 f sin? (E) dx (2.2.4.10)

Substituindo-se o valor de 6 dado pela equacgao (2.2.2.7) na equacao

(2.2.4.10), e utilizando-se as relagcdes adequadas,
+00
E; = Zf sech?(ys) dX

Seguindo os resultados anteriores para E; e E,,

4

!
w
Il

(2.2.4.11)
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Substituindo-se os valores encontrados para E;, E, e E; na equacao

(2.2.4.4), chega-se na seguinte expressado para a energia do soliton kink (ou
antikink):

B, = - (42+4 +4>
k—awoco uvy Y Y

I
= E,=4- ( 2+1 —) 2.2.4.12
& awocoy u“+1+ v ( )
A partir da relagéo (2.2.2.8), observa-se que
1
ﬁ =1- u2
Assim, reescreve-se a equacao (2.2.4.12) como
4
E, = alwoco)’ W*+14+1-u?
8y
= B =—lwc (2.2.4.13)
que representa a energia total de um kink (ou antikink).
A equacdo (2.2.4.13) pode ser escrita na forma relativistica
moCo”
Ex = (2.2.4.14)
v2
g
- 8lwg 1
onde a massa do séliton m, = —ey= )
0 ,1_%
€o
Também é possivel introduzir o momento relativistico
(2.2.4.15)

myv

Pk = G
<

Para o repouso (v = 0), implica p = mv = 0, e a energia de repouso do

séliton é
(2.2.4.16)

E, = mocoz
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Observa-se que o séliton kink pode ser considerado como uma particula
relativistica de energia E;,, massa m,, € momento p;. A natureza corpuscular dos
solitons kinks s&o observadas no estudo de colisdes de sdlitons kink-kink e kink-
antikink.

As propriedades dos kinks séo resumidas a seguir [5]:

a) Sua amplitude é independente de sua velocidade; ela € constante e
permanece a mesma para a velocidade igual a zero: o kink pode ser
estatico.

b) Sua largura fica estreita a medida que a velocidade aumenta, devido a
contracao de Lorentz.

c) Possuem as propriedades de uma particula relativistica.

d) O kink que tem um sentido oposto de propagacéo é chamado de Antikink.

A partir de solucdes kink do tipo da equacéo (2.2.2.7), pode-se esperar
gue a equacao (2.2.2.3) admita mais solucdes do tipo

FX)

0 (2.2.4.17)

6 =4tan?! [

onde F e G sado funcbes arbitrarias, dependentes apenas de X e T

respectivamente.

A substituicdo da equacdo (2.2.2.7) na equacdo (2.2.4.17) permite
calcular as seguintes solugdes [5]:

e Solucgdao kink;
e A colisdo kink-kink;
e O soliton breather;

e A colisdo kink-antikink.

Procuram-se entdo, fungbes que satisfacam a equacdo (2.2.4.17) e

(2.2.2.7) simultaneamente.

Inicialmente define-se

F
= tang@ = c- y (2.2.4.18)

S o
Il
RS
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Utilizando-se a equacéo (2.2.4.18) e fazendo-se algumas manipulacées
matematicas chega-se na relagcédo

1—tan?¢

sinf = 4tan(p.m

Dessa forma, a equacéo (2.2.2.3) pode ser escrita como

0%¢ 62<p+ (1-y%
otz axz Y Gpr+nz

gue pode ser fatorada na forma

dy " oT

X

dp (0 dy\ 0¢ (3¢ dy) (1-y%)
( ) (dy s (2.2.4.19)

ar S

- . a 1 -
Utilizando-se a regra da cadeia e observando que ﬁ =T obtém-se

1+ y?
y

(xx — yrr) + 2[(yr)* — rx)*1 = (1 — y?) (2.2.4.20)

onde os indices representam derivadas em relacdo a X e T, em que (yx,yr) €

(yxx e yrr), sao derivadas de primeira e segunda ordem respectivamente.

Usando (2.2.4.18) pode-se expressar y em termos de Fe G

Fy Fyx FGr FGrr 2FG%
Yx =T Vxx =V =T € Y= T T (2.2.4.21)
Substituindo (2.2.4.21) em (2.2.4.20), tem-se
2 2 Fxx | Grr 2 2 2 2
(F +G ) (T + T) - 2[(FX) - (GT) ] +F*—-G-=0 (2.2.4.22)

Derivando (2.2.4.22) em relagdo a X e depois em relagéo a T e separando
as variaveis, obtém-se
1 FXX) 1 (GTT)
——|—] = —=—|—) =4 2.2.4.23
5 F )™ @ (2:2429)
onde A € uma constante arbitraria, jA que quando tem-se duas expressdes que

representam derivadas em relacdo a variaveis diferentes sendo iguais, significa

gue as duas expressdes equivalem a uma (mesma) constante.
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Integrando-se a equacéo (2.2.4.23), em relacao as suas diferentes partes,

temos respectivamente

FXX _ 2 _ 3
X

GTT 2 3

— ) AT ==A|(G)rdl = Fex=—AG® +B,G (2.2.4.24b)
T

onde B, eB, sédo constantes de integracéo [5].

Multiplicando-se (2.2.4.24a) e (2.2.4.24b) respectivamente por 2Fy e 2Gr,

e integrando em relagdo as suas respectivas variaveis, obtém-se

4
(F)Z—AL+BF2+C (2.2.4.25q)
X - 2 1 1

2 AG4 2
(6x)* = ———+ByG* +C; (2.2.4.25b)

Substituindo-se (2.2.4.25a) e (2.2.4.25b) em (2.2.4.22), e efetuando-se as
devidas simplificacdes temos

B,-B,=1 e C+C,=0 (2.2.4.26)

Por outro lado, definindo-se

A
E = _q2; B1 = b2 e Cl = nz (22427)
Isso permite reescrever as equacoes (2.2.4.25a) e (2.2.4.25b) como
dF\*
(d_X) — _q2F* 4 b2F? 4 n? (2.2.4.28a)
dG\°
(d_T) — ¢2G* + (b? — 1)G% — n? (2.2.4.28b)

onde g,b e nsdo constantes arbitrarias cujos valores dependerdo do tipo de

solucéao kink.
Examina-se agora alguns casos particulares interessantes [5]:

e A solucgéo soliton kink paraqg =0,b > 0en = 0;



e A solucéo colisdo kink-kink para g = 0,b?> > 0en # 0;

e A solucdo sdliton breather para g # 0,b> <1en = 0;

e A solucao coliséo kink-antikink paraq # 0,b > 1en = 0.

2.2.5 Solucédo Sdliton Kink
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Para esse caso q =0,b > 0en =0, assim as equacdes (2.2.4.28a) e

(2.2.4.28Db) se reduzem a

— = +bdX e

dF aG
= (+/p2
F o~ G (_ b

—1)drT
Estas equacdes podem ser integradas para obter-se
F = K,exp(£bX) e G =K,exp [(i b? — 1) T]

onde K; e K, sdo constantes de integracao.

Substituindo-se (2.2.5.1) em (2.2.4.17), tem-se

0(X,T) = 4 tan~ 1{£exp [+bx+( b2 — )T]}

K, X +( bb_ )
= 6(X,T)=4tan"?! K—Zexp i#
Definindo-se entao
vb% +1 1 1
u= > ul=1-— = —=41-u?
b b? b
Aplicando-se em (2.2.5.3) obtém-se
0(X,T) = 4t —1{1{1 |+ X |
,T)=4tan""{—exp |t .
K, V1 —u?

(2.2.5.1)

(2.2.5.2)

(2.2.5.3)

(2.2.5.4)

. K . .
Admitindo-se K—l = 1, escolhendo-se o sinal adequado, e substituindo-se

2

a relacdo (2.2.2.8) na equacédo (2.2.5.4), chegamos na solucdo soliton kink

(antikink), equacéo (2.2.2.9):

0 = 4tan"[exp(+ys)].
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2.2.6 Solucéao Colisao Kink-Kink

Para este caso g = 0,b?> > 1 en # 0. Assumindo-se n = b, as equacgdes
(2.2.4.28a) e (2.2.4.28b) se reduzem a

2

2
dG
) =P an e (32) = 07— 167 - b

(dF
dT

dX
Integrando-se as equacdes acima em relacdo a suas variaveis, obtém-se

respectivamente

F = sinh(bX) e G=

v% cosh | (/b2 1) 7] (2.2.6.1)

Substituindo-se (2.2.6.1) em (2.2.4.17) e considerando-se a relacéo
(2.2.5.3), chega-se a

X uT
.sech ]
V1 —u? V1 —u?

Mostrar-se-a agora que a equacao (2.2.6.2) descreve a colisdo entre dois
kinks.

0(X,T) = 4tan"! |usinh (2.2.6.2)

e Para X - —, a equacéo (2.2.6.2) fornece

1 u_VX
0 - 4tan™ " [———|.
o eAn [ 2 cosh(yuT)l
Nesse caso,
0 - O, = 4tan [—ue Y& D] para T - —o (2.2.6.3a)
0 - Oy, = 4tan™ [—ue YEMD] para T - 4o (2.2.6.3b)
Usando-se a relacéo
1 T 1 1
tan"ly = —tan™?! (—) +- e —tan’?! (—) =tan~! <— —)
y/ 2 y

Pode-se transformar (2.2.6.3a) e (2.2.6.3b), respectivamente, em
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_1 -

O, = 4tan™* aeV(X_“T) +2m paraT - —o (2.2.6.4a)
_1 -

O, = 4tan™* ae”(x“”) +2m paraT - +oo (2.2.6.4b)

e Para X — 400, a equagao (2.2.6.2) fornece

1 qu
6> 4tan™ |———|.
[2 cosh(yuT)l
Utilizando-se um raciocinio similar ao utilizado para X - —oo, obtém-se

Ok, = 4tanue"* D] + 2 paraT - —oo (2.2.6.5a)

Ok, = 4tan"ue" @ D] + 2 paraT - +oo (2.2.6.5b)

Observa-se, entdo, que as relagdes (2.2.6.4) e (2.2.6.5) representam um
kink K; e um kink K, se aproximando da origem de T - —oo com velocidade
—u e + u respectivamente, e se afastando desse ponto com velocidade +ue — u

respectivamente, para T — 4., como representado na Figura 8.
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T =-30
4L
-20 -1 1ICI 20
4
T=0
T =30
e

Figura 8. Representacdo de uma colisédo kink: de T = —30 os dois kinks se
propagam com velocidades opostas u = +0.4, e u = —0.4; em T = 0 eles colidem na
origem O; em T = +30 eles movem se afastando da origem com velocidade u = —0.4, e
u = +0.4 [Fonte Pessoall.

2.2.7 Solucéo Breather

Para este caso q = 0,b? > 1en # 0, assim, substituindo os valores de

q,b% en, as equacdes (2.2.4.28a) e (2.2.4.28b) se reduzem a
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dF\? dG\*
— ) = —q?F* 22 (—) = q%G* 2 - 1)G* 2.2.7.1
(dX) PP e (o) = q%6t+ (0P - 106 (2.2.7.1)
Simplificando a equacéo (2.2.7.1) e substituindo as relacdes definidas
abaixo
b2 V1i-b?
b'? =— e b'= (2.2.7.2)
q q
Obtém-se
ar +qdX i +qdT
—_—— = T e —_—— = T
FbZ_F2 GNGE b2 1

Integrando-se as equacdes acima em relacdo a suas variaveis, chega-se

respectivamente a

b’/
F = b'sech(b’'gX =4 —F7 2.2.7.
b'sech(b’qX) e G 50D ( 3)

Substituindo (2.2.7.3) em (2.2.4.17), tem-se

sin(b"'qT
0y = 4tan™? li b'sech(b'qX) %} (2.2.7.4)
Utilizando novamente a relacéo (2.2.7.2), mas agora de forma inversa na

equacao (2.2.7.4), pode-se escrever

b
ipe

0y = 4tan—1[ sech(bX) .sin (V1 — bZT)], b2 <1 (2.2.7.5)

Definindo-se ainda

Q=+1-b2=i/b2—-1 e b=,/(1-02 (2.2.7.6)

Substituindo (2.2.7.6) em (2.2.7.5), tem-se

V1-Q2

0y = 4tan™? l sech( 1-— QZX) .sin(QT)l (2.2.7.7)

A equagdo (2.2.7.7) é conhecida como soliton Breather, e esta

representado na Figura 9.
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0

=02

Figura 9. Representacdo de oscilacdes breather, como dado pela equacao
(2.2.7.7), para diferentes tempos T = 6 (azul), 6.2 (laranja) e 6.5 (verde) [Fonte
Pessoall.

2.2.8 Solucéao Colisao kink-antikink

Para este caso q # 0,b > 1 e n = 0, dessa forma, substituindo os valores
de q,b? e n, as equacles (2.2.4.28a) e (2.2.4.28b) se reduzem a uma equacgio
similar a equacéo do breather (2.2.7.5), exceto pelo fato de, nesse caso, b? > 1.

Dessa forma

0(X,T) = 4tan™? [ sech(bx).sin( 1— bZT)],b2 >1 (2.2.8.1)

b
ioe

Pode-se reescrever a equacgao (2.2.8.1) da seguinte forma

b
0(X,T) =4tan?! [—sech bX).sin (i b2 — 1T ],bz > 1 2.2.8.2
(X,T) =g sechX)..sin iV ) (2.2:82)
Definindo-se
_VBZ—1
ST

e utilizando a relagdo (2.2.2.8), escreve-se a equagao (2.2.8.2), como

1
(X, T) =4tan?! asech(yX).sin(yuT) (2.2.8.3)
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A fim de facilitar a analise da equacéao (2.2.8.3), escrevesse-a da seguinte
forma

1 e]/uT _ e—yuT
l (2.2.8.4)

— -1|Z -
0(X,T) =4tan lu. X g%

Mostrar-se-a agora que essa equacédo descreve a colisao kink-antikink.

e ParaT — —oo, a equagao (2.2.8.4) fornece

L 1 e—yuT
6 — 4tan [—;m]
Nesse caso,
1
0 - 6 = —4tan™! [ﬂ eV(X‘”T)] para X - — (2.2.8.5q)
1
0 - 60_yx =—4tan"?! [ﬂ e‘V(X+“T)] para X — +oo (2.2.8.5b)

e ParaT — +, a equagéo (2.2.8.4) fornece

T
u erX +evX

De onde obtém-se,

1
6> 6_x=4tan? [ﬂ e”(X’r”T)] para X — —oo (2.2.8.6a)
1
0 > 0 =4tan? [Ee‘y(x‘“ﬂ] para X — 4o (2.2.8.6b)

Observa-se que para T — —o0, a equacao (2.2.8.5a) descreve um kink se
aproximando da origem com velocidade u de X —» —o, e a equacao (2.2.8.5b)
representa um antikink se aproximando da origem com velocidade —u de X —
+00. Estas colidem e atravessam uma a outra, entdo para T — +o 0 kink esta
em X - 4+ e o antikink esta em X - —c0, como descritas pelas equacgdes
(2.2.8.6a) e (2.2.8.6b), e representadas pela Figura 10.
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T = —50
T = —30
T=0
T =30
T =50

Figura 10. Representacdo de uma colisdo kink-antikink: em T = —50 o kink e o
antikink se movem com velocidades opostas u = +0.2, e u = —0.2; a forma da onda que
corresponde a colisdo esti representada em T =0; em T = +50 eles movem se
afastando da origem com as respectivas velocidades u = —0.2, e u = +0.2 [Fonte

pessoal].
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3 CONCLUSAO

Com base nesse projeto observa-se que uma grande classe de
fendmenos néao lineares e dispersivos pode ser ilustrada através de um sistema
relativamente simples de péndulos acoplados por molas. Pode-se descrever com
grande precisdo a propagacdo de solitons utilizando-se a equacgdo de Sine-
Gordon, bem como calcular a energia associada a esse movimento nos mais

diversos ramos da Fisica.

Por outro lado, a andlise de colisdes entre sdlitons revela o carater
corpuscular dessas ondas, onde as proprias solucdes da equacdo de Sine-
Gordon mostram que elas podem se cruzar sem se deformarem, de modo que
também sdo bastante apropriadas para descrever colisbes entre particulas

elementares.

Assim, a SG pode ser usada para descrever diversos outros fendbmenos
fisicos, como por exemplo, a representacdo da dindmica que descreve a
propagacéo de uma tor¢éo ao longo da cadeia de DNA; a propagacéo de fluxons
em juncbes Josephson, que € uma juncdo entre dois supercondutores; e o
deslocamento de defeitos cristalograficos. Essas ondas também dispensam o0s
amplificadores de luz nas fibras 6pticas, hoje utilizados, tendo o potencial
para baratear o custo, além de manterem suas caracteristicas mesmo
guando viajando lentamente, 0 que também abre caminho para uma série de
novas pesquisas, explorando a facilidade de se dirigir uma onda no interior

de dispositivos muito pequenos como os chips.
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