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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos uma breve introducéo a teoria dos soli-
tons com énfase na propagacao de solitons através de uma linha de transmis-
sao elétrica ndo-linear dispersiva. Analisamos os efeitos da Nao-linearidade e
da disperséao, inicialmente separados e depois combinados, através do estudo
de vérios tipos de rede de transmissdo: primeiro estudamos uma linha de
transmissao linear ideal na qual ndo observamos nenhum dos dois efeitos; de-
pois estudamos uma linha de transmisséo linear e dispersiva, nela veremos
gue a dispersao fara com que a onda se espalhe e tenha sua amplitude reduzi-
da, até que, ndo exista mais uma onda. Ao contrario numa linha de transmisséo
nao-linear e ndo dispersiva veremos que a nao-linearidade fara com que a am-
plitude da onda aumente e se incline até que a onda se “quebre” como uma
onda do mar; e por ultimo uma linha de transmissédo nao-linear dispersiva na
qgual os efeitos da néo-linearidade e da dispersdo se opdem e se equilibram
guando sao da mesma ordem, assim a onda se propaga com perfil constante; é

a onda solitbnica.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

A descoberta da onda solitaria

Em 1834 John Scott Russell observando um barco sendo puxado por
dois cavalos no canal de Edinburgh para Glasgow, verificou que quando o
mesmo foi subitamente freado, surgiu uma grande onda solitaria com uma for-
ma arredondada bem definida. Seguindo a onda formada, ele observou que a
mesma continuava seu curso ao longo do canal sem mudar a sua forma e sem
diminuir sua velocidade por um longo trecho. Depois desta observacao, Russell
realizou varias experiéncias em laboratorio, gerando suas ondas solitérias de
translacdo ao mergulhar pesos em uma extremidade de canais de 4gua. Ele foi
capaz de verificar empiricamente que a velocidade v da onda era dada por [1].
V2 = g(h+a) 1.0
onde a era a amplitude da onda, h a profundidade do canal ndo-perturbado e g
a aceleracéo da gravidade. Da expressao obtida por Russell, observa-se ime-
diatamente que quanto maior for a amplitude da onda maior sera a sua veloci-
dade de translacdo. Posteriormente, J. Boussinesq em 1871, Lord Rayleigh em
1876 e D. J. Korteweg e G. de Vries em 1895, considerando uma onda propa-
gando-se num canal com secao transversal retangular, cujo meio era um fluido
incompressivel e sem viscosidade, e supondo que o comprimento da onda era
muito maior que a profundidade do canal, obtiveram teoricamente a formula de

Russell para a velocidade da onda solitaria de translacao, Figura 1
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Figura 1: O procedimento usado por Russell para gerar onda solitaria (visdo transversal de um
tanque) no primeiro acumula-se uma massa de dgua, em seguida libera-se essa massa rapidamente,

formando uma onda.

Outro fato observado por Russell em 1844, que permaneceu sem expli-
cacao por mais de um século, € que, em colisbes, ondas solitarias retém suas
caracteristicas. Em uma de suas experiéncias, Russell criou duas ondas solita-
rias com velocidades diferentes e observou que a onda mais veloz alcancava,
interagia e ultrapassava a onda mais lenta, de modo que apds o processo, am-
bas permaneciam intactas e ndo distorcidas, exatamente como se ambas satis-
fizessem o principio de superposicao linear. Por outro lado, sabia-se que efei-
tos ndo-lineares estavam em jogo; de fato, durante a interacédo, as ondas sofri-
am um deslocamento de fase, ou seja, as ondas, depois da interacdo, nédo es-
tavam na posicao que deveriam estar se ambas se movessem com velocidade
constante (veja Figura 4). E isso sugere que as ondas solitarias observadas por
Russell seriam sélitons e que, tomando-se o limite do continuo em seus célcu-
los, os solitons em colisGes, rapidamente restabeleceriam suas formas iniciais,
0 que explicaria o fendbmeno observado por Russell.

Do ponto de vista matemético, sélitons sdo solugdes de equacgdes (ou de
um sistema de equacdes) diferenciais ndo-lineares integraveis. A equacao de
Kortweg-de-Vries (KdV) pertence a esta classe de equacgfes integraveis. Do
ponto de vista pratico, solitons podem representar fenbmenos que apresentam
as caracteristicas de serem nao-lineares, localizados, quase-estaticos e intera-

girem fortemente mantendo sua identidade.



No capitulo 2 apresentamos as principais caracteristicas e 0s principais
aspectos relacionados as ondas tais como: ondas progressivas, ondas harmo-
nicas, equagao da onda unidimensional, superposi¢ao, intensidade, interferén-
cia e velocidade de grupo.

No capitulo 3 analisamos separadamente o tipo mais elementar de e-
guacao da onda que apresenta dispersao e o tipo mais elementar de equacao
da onda que apresenta somente nao-linearidade. Apresentamos também a e-
guacao de Kortweg-de-Vries (KdV) e mostramos que ela é o tipo mais elemen-
tar de equacédo da onda que agrega o termo de dispersédo e o termo de nao-
linearidade.

No capitulo 4 veremos como se da a propagacao de uma onda em uma
rede elétrica linear. Em seguida veremos como surgem os efeitos de disperséo
numa rede elétrica linear, e como se da a propagacao das ondas que viajam
por esta rede elétrica linear e dispersiva.

No capitulo 5 analisamos a propagacéao em redes elétricas nao-lineares.
Em seguida vemos como os efeitos dispersivos (que faz com que a onda va se
abrindo até se extinguir) e ndo-lineares (faz com que a onda forme uma crista
até se “quebrar”) interagem e se balanceiam, com isso a onda se torna um pul-

so solitdnico com perfil e velocidades constantes ao qual chamamos de Saliton.

CAPITULO 2

ONDAS

Partimos do conceito de onda. Onda é qualquer pertubacdo que se
transmite de um meio a outro sem que haja transporte direto de matéria, ou
seja, uma onda carrega uma informacéo sem precisar transportar massa.

Existem varios tipos de onda, vamos discutir um pouco mais sobre al-

guns desses tipos e sobre as principais caracteristicas das ondas.



2.1 — Ondas Progressivas

Considere um pulso numa corda que viaja com uma velocidade definida,

como no esquema abaixo, sendo observado nos referenciais O(x,t), dado por

um observador parado e fora da onda, e O'(x',t), gue viaja junto com a onda,

com a mesma velocidade. No instante t=0 o perfil da onda observado nos

dois referenciais € o mesmo, Figura 2(a). Esse tipo de onda é governado pela
equagao y(x,t): f(x'), ou seja, essa equacgao nos diz que o perfil da onda da-
do por y, funcdo das duas varidveis x e t no referencial O(x,t), s6 depende

dessas variaveis através de x = x—vt, podendo ser uma fungdo qualquer de

x . Para qualquer t visto pelo referencial O'(x',t) o perfil da onda permanece o

mesmo; X €& constante em qualquer tempo, Figura 2(b).
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Figura 2: Pulso observado em tempos diferentes por dois referenciais O(X,t) e O'(X' ,t).

y(x,t)=y(x,0)=f(x), y(x,0)=y(x0)
A relacao entre os dois referenciais € dada por uma transformacao de
Galileu
X =X—Vvt

de modo que no referencial original
y(x,t)=f'(x,t)= f(x—vt)
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2.2 — Ondas harmoénicas

Elas séo assim chamadas, porque a perturbacdo num dado ponto x cor-

responde a uma oscilagdo harmdnica simples. Esse tipo de onda € uma solu-
¢ao cossenoidal da equagao da onda, do tipo f(x')= Acos(kx' +5). Como esse
tipo de onda também é uma onda progressiva, temos:

y(x,t)= Acos[k(x —vt)+ 5]
e como a perturbagdo num ponto x € um movimento harménico simples (MHS),

gue possui uma frequéncia angular de oscilacao que é
w=kv=2mw=2x/t 2.0

onde v é a frequéncia e r é o periodo temporal.
Vemos que y(x,t)= Acos(kx— at + ).
Como uma funcéo de x, vemos que o perfil da onda é senoidal, ou seja,

periodico, com periodo espacial:

A=— 2.1

A se chama comprimento de onda e representa, por exemplo, a distancia entre
duas cristas consecutivas.

Substituindo 2.1 em 2.0, obtemos:
A=Vr 2.2

0 que exprime o fato de que a onda se desloca de Ax =4 durante um periodo
At=r1.

Da mesma forma que a frequéncia v=1/r da o numero de oscilagbes
por unidade de tempo, k =1/4 d&a o nimero de comprimentos de onda por uni-

dade de comprimento, e chama-se namero de onda.
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2.3 — Equacao de ondas unidimensionais

Para que possamos associar uma equacao de movimento com a propa-
gacao da onda temos que calcular a aceleracéo e a velocidade num dado pon-
to X. Isso ser& possivel se fixarmos x e derivarmos em relacdo ao tempo a ex-

pressdo geral de uma onda progressiva que se propaga para a direita

y(x,t)= f(x'), X =x—vt. Temos:

1y &y _,
vZ otz ox2 292

2.4 — O principio da superposicao

O principio da superposicdo ocorre quando duas ou mais ondas se en-
contram, gerando uma onda resultante igual a soma algébrica das perturba-
¢Oes de cada onda.

Quando duas ou mais ondas se propagam, simultaneamente, num
mesmo meio, diz-se que ha uma superposicado de ondas.

Como exemplo, considere duas ondas propagando-se conforme indicam
as figuras:

—_— e P

Figura 3. Superposic¢éo construtiva.
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Supondo que atinjam o ponto P no mesmo instante, elas causarao nesse
ponto uma perturbacdo que € igual a soma das perturbacdes que cada onda
causaria se o tivesse atingido individualmente, ou seja, a onda resultante é i-
gual a soma algébrica das ondas que cada uma produziria individualmente no
ponto P, no instante considerado.

Apoés a superposicdo, as ondas continuam a se propagar com as mes-
mas caracteristicas que tinham antes.

Quando os efeitos sdo subtraidos, eles podem se anular no caso de

duas propagacdes com deslocamento invertido.

 —
-
W el
-
—
-
s

Figura 4. Superposicéo destrutiva.

Quando ocorre o encontro de duas cristas, ambas levantam o meio na-
guele ponto; por isso ele sobe muito mais.

Quando dois vales se encontram, eles tendem em abaixar o meio na-
guele ponto.

Quando ocorre o encontro entre um vale e uma crista, um deles quer
puxar o ponto para baixo e o outro quer puxa-lo para cima. Se a amplitude das
duas ondas for a mesma, ndo ocorrera deslocamento, pois eles se cancelam

(amplitude zero) e o meio néo sobe e nem desce naquele ponto.
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2.5 —Intensidade de uma onda

Considere uma onda progressiva propagando-se numa corda.

Como ja foi dito anteriormente uma onda progressiva transporta energia.
Para gerar a onda harménica progressiva, é preciso realizar trabalho. A energia
gerada é transmitida a corda e se propaga com a onda.

Num dado instante t, a porcdo da corda a esquerda de x atua sobre
um elemento da corda no ponto x com uma forga transversal. O trabalho reali-
zado corresponde a energia transmitida através de x. Em geral ndo interessa o
valor instantaneo, e sim a média sobre um periodo, que € o que chamamos de
intensidade | da onda.

Dessa forma pode ser mostrado que a intensidade da onda é propor-
cional ao quadrado da amplitude, a velocidade da onda e ao quadrado da fre-

guéncia, da seguinte forma:

_ pv.aw2 A?

|
2 2.3

Onde u é a densidade linear de massa da corda, [4].

2.6 — Interferéncia de onda

A interferéncia pode ser construtiva ou destrutiva, para iSso vamos con-
siderar dois pulsos que se deslocam numa corda em direcdes opostas. Quando
os dois pulsos se encontram ocorre a interferéncia; se os pulsos estdo do
mesmo lado da corda, ou seja, estdo em fase ocorre uma interferéncia constru-
tiva e as amplitudes dos pulsos serdo somadas. Agora se 0s pulsos estdo de
lados diferentes da corda, ou seja, estdo defasados ocorre a interferéncia des-
trutiva e as amplitudes dos pulsos serdo subtraidas. Como se observa nas figu-
ras 3 e 4.

Fenomenologicamente, as interferéncias podem ser classificadas em
interferéncias unidimensionais (caso da corda com pulsos se movimentando

em sentidos opostos), bidimensionais quando uma fina camada de 0leo ou sa-

14



bdo se espalha sobre uma superficie irregular, quando um feixe luminoso péli-
cromatico inside na pelicula sofre uma reflexdo tanto na superficie superior
guanto na superficie inferior da camada de 6leo ou sabdo. Como resultado,
surgem regides escuras nas zonas referentes as interferéncias destrutivas e
regides claras quando ocorre interferéncia construtiva. E tridimensionais, que
ocorrem quando feixes de cores diferentes se cruzam, verificando uma mudan-
¢ca de cor somente na regido do cruzamento dos feixes, voltando as cores ori-

ginais apos sairem daquela regiao.

2.7 — Batimentos; Velocidade de grupo

E um fendmeno que acontece quando existe uma superposicdo entre
duas fontes emissoras de ondas que produzam ondas que possuam a mesma
direcdo, amplitude e freqiéncias préximas. Pelo fato das freqUéncias serem
diferentes uma da outra, haverd momentos de interferéncia construtiva, onde a
amplitude resultante sera grande e momentos de interferéncia destrutiva, acar-

retando numa amplitude pequena.

A

7O~

=

Figura 5. Esquema de um trem de ondas.

O movimento de um grupo de ondas pode ser considerado como um
trem de ondas senoidal (linha cheia) com frequéncia central e nimero de on-
das, enquanto a envoltéria (linha pontilhada) se encontra variando lentamente

no espaco e no tempo. A velocidade da envoltéria, ou seja, no ponto A ou B

15



chama-se velocidade de grupo. As variacdes peridédicas no espaco da envolto-
ria, formam muitos pacotes de ondas. Velocidade de grupo € simplesmente a
velocidade destes pacotes de ondas. A velocidade de grupo possui um signifi-
cado fisico; é a velocidade de transporte de energia, 0 que a torna mais impor-

tante que a velocidade de fase.

CAPITULO 3

A Equacéo de Korteweg-de Vries (KdV)

A equacéao de KdV, que recebe este nome em homenagem a seu par de
descobridores Diederik Johannes Korteweg e Gustav de Vries, originalmente
foi escrita para modelar a propagacdo de uma onda longa (amplitude muito
menor que seu comprimento de onda) em um canal raso (comprimento do ca-
nal muito maior que profundidade).

A KdV é uma equacgdo com grandes caracteristicas de universalidade, é
em um certo sentido, a equacdo mais elementar que inclui efeitos ndo-lineares
e dispersivos. Para estuda-la com mais detalhes, consideramos primeiramente

a equacao da onda livre, reescrita em forma de um produto

o’u  , d%u 0 o\ o 0
— NV = |tV u=0
ot OX ot ox \ ot OX

onde u € o perfil da onda. E importante notar que x (posi¢&o) e t (tempo) néo
sdo medidos por um observador estacionario, mas sim por um observador em
movimento.

Assim, se %u Jrvg—u =0, entdo a equacao da onda é satisfeita.
X

Adotando a convencéao de sub-indices para denotar derivadas parciais e
fazendo as transformacdes x e t, a equacao da onda livre pode ser reescrita de
outra forma mais simples dada por

u, +vu, =0,

16



onde v é uma constante (identificada como a velocidade) e u, = %u eu, = Z—u
X
Ela descreve a propagacgéao de um perfil u(x,t) apos um tempo t em um ponto x
da reta. Pode-se verificar que a sua solugdo é dada por u(x,t)= f(x—vt) onde
f € uma funcdo que descreve o perfil em t=0. A presenca do termo x-vt
indica uma translagéo para a direita do perfil descrito por f com uma velocida-

de v.

Um dos grandes avancos do século XIX foi o aparecimento da andlise
de Fourier. A idéia basica é a decomposicdo de fung¢des arbitrarias como a su-
perposicdo de senos e cossenos ou, mais geralmente, de exponenciais com-
plexas. A analise de Fourier, cujo desenvolvimento te6rico s6 se completou no
século XX, se mostrou instrumental no estudo de sinais e da propagacédo de

ondas, bem como no estudo de equacdes diferenciais lineares.

Considerando novamente a equagao u, +vu, =0, a ideia é buscar uma
solucdo da forma Aexp i(kx—a)t). A interpretacdo de uma solucao desta forma é
que para cada x fixo temos uma oscilagdo harmdnica com periodo T =27/ .

Para cada tempo fixo, temos uma perturbacéo periodica que se repete apos um

deslocamento de A =2r/k .

Quando exigimos que exp i(kx—vt) seja solugéo de u, +vu, =0, obtemos
arelacéo v = % = ZT gue nos relaciona a frequéncia das oscilacbes espaciais

com as temporais. A possibilidade de usar fungdes da forma exp i(kx—vt) para

estudar equacdes lineares mais complexas, ou mesmo equacgdes nao-lineares,
foi um grande avanco tanto tedrico quanto pratico. Por exemplo se considerar-

mos uma equacao da forma

u, +vu, +pu,, =0 33
ao substituirmos u = exp i(kx—at) obtemos

o =Vvk— pk* 3.4

17



Agora, diferente do caso em que £ =0, temos que harménicos de dife-

rentes frequéncias se propagam com velocidades distintas. Isto d& origem a
certa distor¢do do sinal. Quando g =0 retornamos a equacao da onda livre. Ao
fendbmeno de propagacédo de frequéncias distintas com velocidades distintas
chamamos de disperséo. A relagéo entre w e k, tal como na equagéo acima, é

chamada de relagéo de disperséo.

Considerando novamente a equagdo u, +vu, =0, a maneira mais sim-

ples de incluirmos um termo néo-linear € considerar a velocidade v como uma
funcdo de u. Portanto o exemplo mais simples de uma equacéo nao-linear é

dado, apés uma mudanga de escalas, por u, +uu, =0. Esta equagéo é chama-

da de equacdo de Burgers. Uma de suas caracteristicas notaveis € a presenca
de choque, ou mais formalmente, a perda de continuidade da solucao apés um
tempo. Neste caso, para que o conceito de derivada ainda faca sentido, temos

gue trabalhar com soluc¢des fracas da equacéo, ou seja, com distribuicdes.

O choque se dé& pelo seguinte motivo: dada uma condi¢&o inicial arbitra-
ria, olhando a equacédo de evolugcdo e comparando-a com a equagao de onda
vemos que a velocidade com que a onda se propaga € proporcional a sua altu-
ra, ou seja, ao valor de u. Assim a crista se propaga mais rapido, inclinando a
perturbacdo na diregado de propagagao até que a onda “quebra”, tal qual uma

onda do matr.

Desta forma os efeitos da disperséo e da néo-linearidade sdo, em certo
sentido, opostos. Enquanto a dispersdo tende a atenuar a oscilagdo, a nao-
linearidade tende a torna-la mais abrupta. A equacdo de KdV inclui ambos os
efeitos, o que pode ser facilmente verificado olhando cada um dos seus termos.
Isto explica nossa afirmacéo que ela € a equacdo mais simples que inclui estes

dois efeitos. A forma mais simplificada da equacédo de KdV é dada por

u, —6uu, +u,, =0 3.5

18



CAPITULO 4

Linhas de Transmissdes Elétricas

Atualmente, as linhas de transmisséo lineares proporcionam ligagdes vi-
tais em praticamente todos os sistemas de comunicacdo e computacionais. A
linha de transmissao linear padrdo que sera analisada € um sistema importan-
te, que esta disponivel para dar suporte a propagacdo de modos eletromagné-
ticos transversais, e esta é interessante para ser utilizada em muitas situacées
praticas. Na sua forma mais simples elas sao utilizadas nos telefones e telégra-

fos e suas equacgdes lineares sao chamadas de “equacgdes dos telegrafistas”.

4.1 — Linhas de transmisséo Linear sem Dispersao

Primeiramente abordamos somente linhas de transmissao elétricas line-
ares, inicialmente sem perdas 6hmicas e infinitas para depois abordarmos o0s
aspectos de dispersao.

Essa rede é formada por células cada qual contendo um capacitor e um

indutor, ela possuem uma quantidade infinita de células.

(a) i(‘X) i(x+dx)
_'_> T»

v(x) T

L

faw e
-

i
—

<

-~

”

&

%

1
I 1
| F T
] 1
R
(b) x :
1
1 T
]
1
]
1
]

Figura 6: (a): Linha de Transmissdo continua aterrada e sem perdas.

(b): Circuito elétrico equivalente.
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Na figura acima, i(x) € a corrente da posigdo x, e V(x) é a voltagem ao
longo de cada célula; e | e ¢ s@o a indutancia e a capacitancia por unidade de
comprimento.

Através da lei de Kirchhoff obtemos a diferenca de potencial V entre as

indutancias por um dado comprimento dx, dada por:

V(x)—V(x+dx)=dx%), d=li 4.0
V(X) =V (x+dx) = dxl % 4.1

Aqui, ® é o fluxo do campo magnético total por unidade de comprimento
entre os dois capacitores, i € a corrente e | € a induténcia por unidade de com-
primento.

Usando o mesmo procedimento para a corrente entre as capacitancias e
assumindo que dx é um diferencial podemos usar a expansao de Taylor, fa-
zendo um sistema com a equacao, obtendo duas rela¢des: uma para voltagem
e uma para corrente.

ov _  ai

= = 4.2
OX ot
a_ M 4.3
OX ot

Aqui, c é a capacitancia por unidade de comprimento.

Entdo derivando a primeira equacao em relacdo a x e a segunda em re-
lacdo a y, podemos igualar as duas pelo termo ¢2%i/0xot, obtendo assim a e-
guacao da onda para esse primeiro circuito.

o, 0N 1
— Vv, —=0;V, =—— 4.4
otz % oxe * JIc

Nesta equagéo, v, € a velocidade de propagacgéo da onda.

A equacdo da onda e invariante por transformacao de sinais, ou seja, é
reversivel no tempo e pode se propagar em ambas direcdes. Entdo, também
podemos escrevé-la da seguinte forma:

V(x,t) = f(X=Vyt)+ g(X+V,t) 4.5
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onde fe g sdo ondas se propagando na direcdo x positiva e negativa,
respectivamente.

A anadlise da propagacao da onda senoidal € muito importante, pois pode
servir de base para discusséo de propagacao de outras formas de onda, sendo
gque f e g podem ser quaisquer tipos de onda e, se propagam com perfil
constante e com velocidade que é determinada pelos parametros da linha de
transmissao linear sem disperséo.

Considerando uma onda se propagando pela linha de transmissao na

direcdo x positiva. Neste caso, g =0 temos:
V(xt)= f(x—v,t)

Assumindo que temos um trem de ondas senoidais. Quando nés exami-
namos o formato da onda em um dado ponto x da linha de transmissao, ob-
servamos uma voltagem periddica que é uma funcdo senoidal do tempo.

V(t)=V, cos(at)
Agqui, ® € a frequéncia angular do sinal periédico e V, é a amplitude. A

frequéncia angular € relacionada ao periodo T por:

_2r
=

Esta relacao indica que a fase da onda muda de 0 a 27 quando T muda

(0]

de 0 a T. Conectando as pontas do osciloscépio em diferentes pontos equidis-
tantes da linha para um tempo t =0, obtemos:
V(x) =V, cos(kx)
Aqui, a quantidade k representa a periodicidade na coordenada x e é
chamada numero de onda. Que pode ser considerada como a frequéncia es-
pacial da onda e esta relacionada com o comprimento de onda A por:

2
A

Esta relacéo significa que a fase da onda muda de 0 a 2z quando X

k

varia de 0 a 4. Comparando as equac¢des podemos escrever:

V(x,t) =V, cosk(x —v,t) =V, cos(kx— at)

21



O argumento 6(x,t)=k(x —v,t)=(kx—at) é chamado de fase da onda, e

pontos de fases constantes sdo aqueles onde a forma de onda tem o mesmo

valor. Com maxima crista ou minimo vale. A partir da relacdo acima temos:
w
v, = — =constante.
K
Nesta equacédo v, € a velocidade de fase e € chamada de relacdo de

dispersdo. As ondas descritas por esta equacdo tém velocidade de fase cons-

tante independentemente das frequéncias e comprimento de onda e as ondas

resultantes ndo sofrem disperséo, Figura 7.

o |

ol |

0

Figura 7: Frequéncia @ versus vetor de onda K para uma onda n&o dispersiva.

A v(x,t)

................................

................................

...............

0

Figura 8: Propagacéo sem deformagéo de um pulso de onda numa linha de transmisséo linear ndo

dispersiva.
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4.2 — Linhas de transmisséo Linear Dispersiva

Quando ocorre o fendbmeno de dispersao, as velocidades de grupo e de
fase se tornam funcdo do numero de onda. Isso significa que cada parte da
onda tera velocidade diferente causando o espalhamento, ou dispersao, da sua

forma original.

4.2.1 - Linhas de transmissao Linear Discreta

Consideraremos agora uma linha de transmisséo linear discreta, ou seja,
0s componentes dessa rede sao idénticos: indutores lineares, representados
por L e capacitores lineares representados por C. Temos também um numero

grande N de células idénticas (Figura 9).

In ' ln+l-

g 11111V 1111111 )y 111111y 1111111

—— = (ot — — —
V-1 Vn g o

Figura 9: Circuito equivalente de uma rede elétrica.

Em uma primeira aproximacgao, desprezaremos pequenas dissipacoes e
nao homogeneidades introduzidas pelos componentes.
Temos que V,(t) é a voltagem através de um n-ésimo capacitor e |, (t)

é a corrente através da n-ésima indutancia.

Utilizando as leis de Kirchhoff, obtemos:

n-1— n:% ) n,l_ln:d& 4.6
dt dt
g, =LI, , Q =CV,
an_idQn_i(l =t [
d Ccd c' " "™ clL L
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dav 1 1
n ot “V -V +V )= _— +V . —2V), n=1,2,3...
dtz CL (Vn—l n n n+1) LC (Vn+1 n-1 n)
Do mesmo modo:
di, 1dg, 1

1
= _(Vn—l —Vn) = E(Qn,l _Qn)

dt L dt L 4.7

dzl, _ 1(dQ,, dQ 1 1
n — n-1 _ LU P — -1 -1 +1 =—(1 +1 —2] 4.8
dt? CL( dt  dt J o=l =l ha) =T loa+ 1o, —210)

Nestas equagoes, ¢, € o fluxo magnético e Q, é a carga elétrica.
Se considerarmos a solucédo harménica do tipo:
V(1) =V, Re(e'“ ) 4.9
e, se considerarmos também uma expressao similar para V, ,(t) e V_,(t) com

n sendo o indice de comprimento dado por n=*/., com § sendo uma unidade

5
de rede teremos:
V,.. =V, Rele"@ ) = g vy
V, , =V, Rele! @)= g vy

n

(iopv, = i(e“’ﬂ/n +e*V — 2Vn)
LC
1 /. .
—w?=—Ie" +e " -2
ol )
Com w, = 2\/5 a relacdo de disperséo das ondas da rede elétrica é

dada por:

_CUZZL e? —97 :i4(_1)sen2£
LC LC 2

K
w? = w?sen?—

Como a velocidade de fase da onda é w/x, se mantivermos w>0e a-

ceitarmos valores negativos e positivos, teremos ondas que viajam tanto no
eixo positivo quanto no eixo negativo. Assumindo essa convengao, a relacéo

de disperséo se torna:

0=,

sen 5‘ 4.10
2
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Nesse caso, para valores de xque vao de 0 a n, ® se torna uma funcao
de k e a velocidade de fase depende do modo considerado:

v(x) = %

sen f‘ 411
2

A velocidade de grupo v, € diferente de v sendo:

4.12

2
Vg (K) = ?

K
COS —
2

- , - - - —
0 i 2 3

Figura 10: Diagrama representando a relacdo de dispersao das ondas dispersivas em uma linha de

transmissdo LC. A linha reta representa o caso ndo dispersivo.

Do grafico da Figura 10, notamos que: @ =, é a frequéncia de corte;
ndo ha modos com frequéncia o > w,se propagando na rede elétrica. Este € o

principio do filtro passa-baixa. A dispersédo, ao contrario da linha de transmis-
séo linear continua, surge da estrutura discreta da rede elétrica com secdes de
periodo LC sendo, portanto, espacial. O pulso se espalhara ao se propagar ao

longo desta rede.

4.2.2 — Limite de disperséo fraca

Consideremos o limite de disperséao fraca no seguinte sistema discreto

de equacdes lineares:
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OV, _ 1V~ hn=123..
gz LC

Como a voltagem varia pouco de uma se¢ao unitaria para outra, o indice

discreto n pode ser considerado uma variavel continua x e assim podemos usar

a expansao de Taylor.
V, () >V (x1) 4.13a

oV 182V+183\/ 10%

Vg =V+—+— — 0t
on 20n2 3 ond 4lon 4.13b
oV 1o 1oV 10V
V., =V—-—+— —— et
on 20on2 3ond 4lon 4.13b
o, 1
Agora para pvs :E( . +V.,—2V.), quando V, (t) -V (x,t) e usando

X=no , temos:

o s2oN 5t oV

= +...
otz LC ox2 12LC ox* 414

Esta equacéo é linear e dispersiva, o termo de dispersdo € da ordem de
5*. A relacdo de disperséo correspondente é obtida se substituirmos a solucéo

senoidal do tipo V. =V, Re(e' ™) com x=kd&. Assim obtemos a relagdo de

disperséao
2l 2
@ =V,k (1— %k j
12 4.15a
com V, = i 4.15b
° JLC '

A dispersédo corresponde ao limite k pequeno, ou ao comprimento de

onda grande. A velocidade de fase também depende do numero de onda.
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O limite de disperséo foi derivado com o fenbmeno de onda longa em
mente, ou seja, k deve ser pequeno, porque de outra forma, do ponto de vista
matematico, o se tornaria imaginério para k grande.

Se na equacao 4.14 § for da ordem &2 ela se reduz a equacgédo da onda
sem dispersdo para uma linha de transmissdo continua, ou seja, no limite

k= 277[ <<1. A relacéo de dispersédo 4.15 se reduz a relacdo linear semelhante

a encontrada para linha de transmisséo continua, o =v,k = onde v, é a

k
Jic
velocidade de propagacédo de ondas, com comprimentos de onda muito grande,
comparados com a discreta da rede elétrica. Neste limite o comprimento de
onda é tdo grande que a onda ndo sente a rede, que se comporta como uma

linha de transmissao continua.

4.3 — A evolucao do pacote de onda

Para introduzirmos o conceito de dispersao pelo pacote de onda é ne-

cessario considerarmos que a onda carregada possui frequéncia constante o,
e numero de onda k,, e ja modulada pela onda ¥, variando vagarosamente

em relacdo ao espaco e tempo da onda carregada. Com isso, a voltagem tor-

na-se:
V = Re[¥(X, T )i+ | 4.16

naqual X=& e T=«, &<<1, mostrando a pequena variagdo do pacote de
onda no tempo e no espaco em relacdo a onda carregada. Podemos também
usar a expansao de Taylor de ® em relacdo a k, substituindo o conceito de
velocidade de grupo v, colocando entdo w—-w, =Q e k—-k, =K, obtemos a
partir da expansao:

2
Q:VgK+PK 417
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A equacdo 4.17 é a relacdo de dispersdo do envelope de ondas, valida

na vizinhanga de uma frequéncia particular o, e relacionada com o numero de
onda k,. Agora, usando as variaveis de Fourier Q e K, as quais correspon-

dem as variaveis lentas no espaco X e T, n0s podemos escrever a transfor-

mada de Fourier (3) da fungio envelope e a sua transformada inversa 3

Pk, Q)= S(P(X.T)) = [ WX Tl axaT

Y(X,T)= j Y(X', T dX dT e @) dQdK

Neste ponto destacamos que:

%_‘f _ k3 (W(k,Q))
Z_‘f — 03 (P (k,Q)
o R )

Na relacdo de disperséo 4.17 do envelope de ondas os termos Q e K
sédo pequenos e de ordem € pequeno (€<<1). Eles podem ser substituidos pe-

los operadores i =i7 € P =7//2m e entdo nos levar a expressao resultante para

a funcéio envelope ¥(X,T):

2
i{ga—‘{ljta\/ a—\P}+ 2P8\121=0 4.18
oT ) ¢ oX

Os primeiros dois termos de 4.18 representam a propagacao sem dis-

persao do envelope numa velocidade de grupo v , e o terceiro termo represen-
ta a distorcdo linear. Se considerarmos P =0 (relagcdo de dispersao nula), a

solucdo de 4.6 pode ser expressa em termos de uma funcdo arbitraria

(X —v,T). Consequentemente, encontramos que a substituicao:
E=X-v Tir=¢l
gue nos leva as seguintes derivadas

o 0. 8% &

ox 8E'oX? o0&
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o 00 0 or B
— =2+ ——=-V, —+&—
6T 0T ardT  °aé  or

Isto nos permite eliminar o termo oy /0X e transformar 4.18 em:

2
ie2 0V 4 2p 0V g

ot oEt

Esta equacdao linear governa a evolucédo do pacote de ondas. Notamos que se

fizermos as seguintes substituicdes:

2
i@ih;hzl;Pch—
27 2m

A equacdao 4.18 ficara formalmente semelhante a equacéao de Schroedinger de
uma particula livre de massa m.

A equacdo 4.18 pode ser resolvida para dar a solucéo:

00

w(&,7)= zi [y (k0 P *)dk 4.19
T

—00

onde y(k,0) é a transformada de Fourier do pacote de onda y(&,0) quando
7=0;k é o numero de onda associado a ¢. Esta solugdo mostra que a disper-
séo da velocidade de grupo dada por 2P modifica a fase de cada componente
de Fourier do envelope por uma quantidade que depende de k’e 7.

Como resultado, temos que ao se propagar, o pacote de onda se defor-

ma.

4.4 — Abertura do pacote de onda por dispersao induzida

Como um exemplo simples, suponhamos que o pacote de onda consista
num pulso gaussiano, ilustrado na Figura 11. O envelope na forma de sino,

em7 =0, pode ser expresso:
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o

Figura 11: Funcdo envelope gaussiana em um certo tempo inicial e sua voltagem corres-

pondente.

Esta fungéo é simétrica, onde A é a amplitude e L, é a meia largura. Na

pratica, usa-se a largura inteira a metade do maximo ou meia altura Lfw:

_52

¥ max A 2Ly’
=y =—=A~Ae
2 VT
2
In== 52
2L,
2 =2L,°In2

26 =2L,42In2 = Lfw
Podemos calcular a funcédo envelope y em termos das variaveis X e

T . Relacionadas a £ e ¢ levando ao seguinte resultado:

Xx-V TYf
(X,T)=—;P ep| - x=v,T) 4.20
| :
1+ 55 6T 21,2 1+ Z'P‘jT
L, i L]
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A parte real dessa expressédo representa a parte fisica do envelope de
onda. Multiplicando 4.20 pelo seu complexo conjugado temos o modulo do pa-

cote de onda ao quadrado:

) A (x -v,T)
1 - 2
2
£2PT5J ? L,2 1+(2P8TJ
1+ 2 L,’
L, i 0 |

2 4 . , .
Podemos observar que o |1//| € proporcional ao conteudo de energia do

4.21

pacote de onda. Notamos que, como j& era esperado, com a presenca da dis-
persdo da velocidade de grupo 2P, o pacote de onda se dispersa ao se propa-

gar.

Em T =0 recuperamos |://(§,0)|2 do valor absoluto do pacote de onda

inicial. A largura, que era L, em T, setorna L em T :

T 2
L=1, 1*(%) 4.22

O espalhamento é governado pelo tempo de dispersdo Td .
A amplitude simultaneamente decresce com o tempo enquanto o pacote

viaja com velocidade v, . O comprimento de dispersdo Ld =v,.Td € uma esca-

la de comprimento sobre a qual os efeitos de dispersdo tornam-se significati-
VOS.

Entretanto, o pacote de onda continua uma gaussiana com area cons-
tante. Obviamente, toda a energia est4 onde o pacote esta e a constancia da
area expressa a conservacao da energia, fazendo o pulso se mover como um
todo com uma velocidade de grupo. A abertura do pacote é independente do

sinal da disperséo da velocidade de grupo. Podemos escrever:

w(X,T)=|p(X,T)e ") 4.23

Aqui, ¢(X,T) é a fase da onda e esta é calculada para ter o seguinte resultado:
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(X, T)= arctan{zp2

Como:
V =Rely(X, T X =0T = ot
V =|y|cos @

Temos, que a presenca de ¢ nos lembra que o modulo e a fase do envelope
varia devagar no espaco e no tempo. A fase total do pacote é:
D = KX — wpt + B(ex, et) 4.24

CAPITULO 5

Sélitons em linhas de transmissao nao-lineares

A extensdo natural de linhas de transmissao lineares para nao-lineares,
onde ondas robustas localizadas com perfil permanente conhecidas como on-
das solitarias ou soélitons podem se propagar, foi considerada somente durante
as ultimas décadas. Linhas de transmisséo elétricas ndo-lineares séo talvez os
dispositivos mais simples para observar e estudar quantitativamente a propa-
gacéao e propriedades de ondas nédo-lineares. Alem do mais, sdo relativamente
baratas e de facil construcéo, tornando-se familiar com as propriedades essen-
ciais do soliton.

Vamos examinar o efeito da ndo-linearidade na forma da onda se propa-
gando numa linha de transmissédo elétrica ndo-dispersiva. Vamos descobrir o
soliton ao examinarmos o caso onde dispersdo e nado-linearidade podem se

balancear para produzir um pulso de perfil permanente.

32



5.1 - Nao-linearidade na rede elétrica

Se na linha de transmissao as amplitudes da voltagem e da corrente i
aumentam, os efeitos néo-lineares ndo podem ser ignorados. Em outras pala-
vras a capacitancia e a indutancia ndo sdo mais constantes, mas sao funcéo da
voltagem e da corrente. Porém para componentes de mesmo padrdo com vol-
tagem e corrente muito grande os efeitos nao-lineares sao pequenos . Para
observa-lo é preciso o0 uso de componentes especificos com nédo-linearidade
apreciavel com esses componentes, ao invés de equacdes diferenciais a deri-
vadas parciais temos um sistema de equac0Oes diferenciais de primeira ordem

nao-linear.

N 1(i) a 5.1a
OX ot

a :_C(V)a_v 5.1b
ox ot

Para simplificar vamos ver o caso onde L é independente de i, mas a
capacitancia é dependente da voltagem. A capacitancia ndo-linear utilizada é a
gue consiste em diodos MV209 da Motorola a relagdo capacitancia-voltagem

pode ser aproximada pela expansao polinomial [2]
C(V)=C,(1+a,\V, +a,V2+..) 5.2a

Para voltagem suficientemente pequena, mantemos o0s dois primeiros
termos da expanséo:
c(V)=C,(1-2bV) 5.2b,
Com b= —%, onde o coeficiente ndo-linear b € pequeno.

Observamos que o primeiro efeito da ndo-linearidade € para criar har-
ménico. Assumimos que inicialmente V = Acos(at + kx).

Em seguida obtemos o segundo harmonico da equacgéo 5.1b
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a. C,wAsen(at —kx)— A*bCywsen2(at —Kx)
OX 5.3

Agora assumimos que a solucdo das equacdes (5.1a e 5.2b) seja da forma

v=f| x+ ! t 54
,/ICiVi

com ela obtemos

v=i(1+bv)

VIS 55

que é a velocidade de propagacao e depende da voltagem.

Assumindo que 5.4 e 5.5 sdo solugdes corretas. Para uma onda que se

propaga na direcdo positiva do eixo x defini-se a variavel s = [x—

1
t| on-
Jicv) J

de s € a coordenada espacial que se move com velocidade IC(V) , € também
é funcdo de x e t.
Encontramos
oV oV
N _ és _ és
OX 1 1+ pov
210V
1+b(IC,) 2tV s - 6

esta equacao expressa a derivada da voltagem como funcdo de (x e t) em ter-
mos da derivada em s. Aqui X é a posicdo num instante t de um ponto inicial-
mente em s.
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Colocando-se g = notamos que dV/dx € infinito no instante

b
JIC,
t=———— se dV/os for negativo.

LoV /os
Portanto, se a onda inicialmente tem derivada negativa tal que
oV

0S

v _
0S

num ponto s, entdo para t>r = a solugdo ndo é mais

1
S0V /os)
single-valued na vizinhanga do ponto x, =s, +7.f(S,). Aqui So € 0 ponto onde t

tem seu valor minimo.
Para encontrarmos as variagbes de um pulso inicial examinamos (5.6)
no instante t=7+o.

Quando ocorre a diminuigdo da capacitancia C(V) com a tensdo V

crescente, esperamos que as partes de alta tensdo da onda se propaguem
mais rapido do que as partes de baixa tensao. Qualitativamente, como o tempo
evolui, o pico de um pulso de voltagem pode ultrapassar o fundo, e uma onda
com uma frente de inclinacdo é conduzida a uma descontinuidade como se

observa na Figura 12.

Propagation

X

Figura 12: Os pontos de grande amplitude ultrapassam os pontos de pequena amplitude

num pulso de onda n&o-linear.

De acordo com resultados analiticos, com o aumento do tempo a onda é
progressivamente deformada. E instrutivo comparar este resultado com a evo-
lucdo e o pulso na sua forma linearizada, quando b=0. Neste caso, temos um
pulso que se desloca com velocidade constante, sem alteracédo na sua forma.

Em seguida através da diferenciacdo de 5.1a em relagdo a x e a equa-

¢ado 5.1b emrelagéo a t, obtemos a equacao da onda:
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2
N _ic, Y - e Y
a0 o

5.7

O lado esquerdo da 5.7 contem os termos lineares. O lado direito consta
a ndo-linearidade. Uma vez que 5.7 é uma combinacédo de 5.3a e 5.2b é a so-

lucdo da onda de choque da forma de 5.4.

5.2 - Efeitos combinados de disperséo e nao-linearidade

Até agora, a dispersdo e a nao-linearidade foram encontradas e discuti-
das separadamente. Vimos que para uma linha de transmisséo linear dispersi-
va um pulso se espalha e se dispersa quando se propaga. Pelo contrario, para
uma linha de transmissao nao-linear e ndo dispersiva, o perfil de um pulso ini-
cial se deforma e sua frente de onda tende a se tornar abrupta (com um salto
de descontinuidade). JA numa linha de transmissdo nado-linear dispersiva, a
dispersdo balanceia os efeitos da né&o-linearidade, levando a uma onda tipo
pulso que € uma onda solitaria ou um séliton que pode se propagar com velo-
cidade e perfil constante.

Para mostrar isso, consideramos a rede elementar LC, com indutores li-
neares L e capacitores nao-lineares C.

A capacitancia nao-linear C(Vn) gue depende da tenséo V,

C(Vn)=de”T(V") 5.8

n

Onde Q,(V,) é a carga no n-esimo capacitor. E dd, = Ldl, é a indutan-

cia independente da corrente.
Sabendo que a dispersao espacial ira surgir a partir da estrutura discreta

dos componentes.
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n-1 n dt
In - In+l - d&
dt

A partir delas obtemos

dzQ, d [c(vn)dvn

~ = l(Vn+1 +Vn—l -2V
dtz  dt dt L

n

E com a capacitancia dependente da voltagem
C{,)=C,(1-2bV,)
Agora substituindo 5.11 em 5.10 temos

2
IV e, LIV v sV v ) n=12..

LC, ——
dt2 dt2

Q, =C, (v, —bV,)

) n=1,2...

5.9a

5.9b

5.10

5.11

5.12

5.13

O sistema ndo pode ser resolvido analiticamente, mas apenas através

de métodos numeéricos. Assim, para obter solu¢cdes aproximadas que empre-

gam o limite continuo e definir x=no .

E assim chegarmos a uma equagéo que descreve ondas que podem via-

jar tanto para esquerda quanto para direita

2 4
Vtt - é‘_Vxx = §—Vxxxx + tht2
LC, *  12LC,

Esta é uma equacéo de onda fraca dispersiva e néo-linear.

5.14

Expressando os termos em forma de derivadas parciais, temos o termo:
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2 2
Vtt _5_Vxx = 2 \2/

LC, ot
Significa que a onda viaja para esquerda ou para direita.

O termo de derivada a quarta:
4 4
5 Vxxxx; a \: :Vxxxx
12LC, OX

E um termo dispersivo de 4° ordem do sistema discreto.

E o termo:

bV, %V, = a—Zv 2 = Q(zv ﬁj
ot ot ot
E um termo n&o-linear que pode balancear a dispersio se for de 4° or-
dem.
A equacdo 5.14 descreve ondas que se propagam tanta para esquerda

como para direita e € uma equacao nao-linear de limite dispersivo fraco.

5.3 — Ondas elétricas solitarias e pulsos soliténicos

Na equacao 5.14, o termo nao-linear pode balancear o termo dispersivo
se for da mesma ordem. Sob esta condi¢do, olhamos para uma solucao locali-

zada que ndao mude seu formato enquanto se propaga com velocidade cons-
tante: fazendo-se V, :5/\/E e assumindo-se perfil permanente para a solu-
¢do de 5.14 temos: V(x,t)=V(x—-vt)=V(s), onde S =x-vt representa a posi-
¢ao no sistema de coordenadas que se move a velocidade v para o qual a on-

da parece estacionaria. Podemos chegar a solucdo para a onda solitaria.

Portanto:

(vz—vz)/2=2bvzvs+azv02 avy
0 3 12 \ds

Multiplicando a equacao por 6/§2v02 , obtemos:
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Mmos:

2 2
(v—v)/ 6 ZbVV+ 628v (d_v}
52V, 52,2 12 \dS

Para melhorar a notacéo fixamos:

bv?

U p—t
52,

52y 2 (VZ _VOZ)A:A’
0

Substituindo U e A na equacdo apés ser multiplicada por 6/52v02

2
= AV®-UV? + 1[de =0
ds

. dv
Quando isolamos o termo Py obtemos:

_ 2 3
E_\/2(6uv AV?)

Agora fazemos a integracao,

¢ dv :de

Vj"\/zu[v2 - Av3j N
U

Com uma mudancga de variavel,

W2 = ’BV VAW _—dV

j ds :Vf 2WdwWU I
S W UW* AUWS| YU WZ\/l
A [2U T UA
= %(arcsec hW —arcsechW, ;W = AV
I ds = %(arcsec hw —arcsechO)W, =1

arcsechw = g(s -S,)

W =sec h[g(s -~ SO)J

Como V =UW?/A, temos

te-
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v _ 6(v2 —V02)52V02 sechz[ (x—vt) 6(v22—\:02)J
0V,

52, 4bv?
\V =§(\/2_—\/02)3ech2 VSIVZ _Vozj (X_Vt)
2 bv? v, )

Como x=nod, temos:

Y, =g("2_—v°2)sech2 VIV Y, ) wj(n—ltj 5.15

bv? v, )

Para casos praticos a distancia € expressa em sec¢cdes ou células e as

velocidades sao expressas em sec¢des ou células por segundo:

Vv =§(V2#;’°2) 5.16

A equacdo 5.16 é a relacédo da velocidade com a amplitude.

V(x,t)

V/Lfw X-vt

Figura 13: Representac¢éo da solu¢do da onda solitaria V(X,t) dada por 5.16 e viajando a

uma velocidade V.
A qual depende da velocidade v. Vamos calcular a largura da amplitude

Lfw a qual é constante para uma dada amplitude ou velocidade. Assumindo

que t=0 e x/6 =n=Lfw/2, temos:
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Onde,

Substituindo na equacao inicial temos:
V[L;W Oj V,, sech (a waj

Vm
2
sech{a%jzézsech (% =a7fw—0,88
Lfw 088

=2 2
2 @ V2 -V,

Lfw =176

\/3(V —v,’) \/vzivoz

Para ondas viajando em uma Unica diregcdo no limite dispersivo fraco,
podemos a partir de 5.14 chegar a equacédo padrdo nado-linear que é a equacao

Korteweg de Vries (KdV). Ela admite solugdes particulares da onda solitaria

Y, s\/lzﬂsechz (n—\ﬁtj VA :Vo(l+ﬁj
8b 2 o 24

A largura do soliton depende da velocidade.

chamada soéliton:

Encontramos um soliton KdV como um caso de amplitude fraca da e-
guacao da onda solitéria.

Para v=v, as formas de onda solitaria e do séliton KdV sdo semelhan-

tes e na pratica néo se vé diferenca. As propriedades do sdliton KdV séo:
e Sua amplitude cresce com a velocidade;
e Sua largura € inversamente proporcional ao quadrado de sua ve-
locidade;

e E um pulso unidirecional, ou seja, sua velocidade ndo pode ser

negativa para solucdes de KdV, uma vez que a integracao Ju

deve ser real;
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¢ Sinal da solugéo soliton depende do sinal do termo n&o-linear na

equacao de KdV.

CAPITULO 6

Versdo miniaturizada de uma rede elétrica para experimentos

com propagacao solitonica.

A Figura 14 mostra a linha de transmissao elétrica previamente monta-
da, ela é composta por 100 células indutivas capacitivas; Os indutores de 47uH
e 0s capacitores nao-lineares que consistem de diodo MV209 da Motorola. Ao
aplicar qualquer tipo de sinal elétrico na entrada da linha, cria-se um pulso soli-
tbnico; a forma e o tempo de propagacao sao observados em diferentes pontos
da linha, [3].

Figura 14 - Linha de transmisséo.
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A Figura 15 mostra o esquema completo. Além da linha de transmisséo
(Figura 13), foi utilizado um gerador de sinais que € um 33220A da Agilent Te-
chnologies; para obtencéo dos dados foi utilizado um osciloscépio MO-1222 da
Minipa.

Figura 15: Esquema completo para obtencao de sélitons elétricos.

Pode-se observar na Figura 16 que os sinais de entrada vdo tomando a
forma de sech’x que é uma das soluces da Equacdo de KdV, que descreve
este tipo de sdliton. Também se observa que a velocidade e a forma dos soli-

tons tém pouca variacao.

o boge A AT LTV

Figura 16: Forma do séliton na célula 100.
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Por meio deste experimento foi feito um estudo preliminar da propaga-
¢cao de solitons numa linha de transmisséo elétrica composta por 100 células

indutivas capacitivas.

Conclusao

Através deste trabalho foi possivel analisar as propriedades do séliton que se
propaga numa linha de transmissao, que € um pulso de amplitude constante ou uma
onda solitaria muito estavel, que € a solucédo exata de uma equacao da onda (Equa-
¢cdo de Korteweg De Vries), a qual formato e velocidade ndo séo alterados por
colisdo com outro séliton.

Para chegar a esta conclusao, tivemos que passar por varios caminhos:
Analisamos linhas de transmisséo lineares com e sem dispersao, redes elétricas e
linhas de transmissao néo-lineares e nao-dispersivas.

Para uma linha de transmisséo linear nao-dispersiva, temos ondas livres que
se propagam com perfil constante e com a mesma velocidade, que é determinada
pelos parametros da linha. Ja em uma linha linear, mas dispersiva, vimos que, 0
pulso tem sua amplitude reduzida devido a diferenca de velocidade de fase de cada
componente de onda que forma o pulso. O mesmo fenémeno foi visto em uma rede
elétrica, porém, para este caso, a dispersdo € espacial, ou seja, surge devido a
estrutura discreta da rede.

Para uma linha de transmissao nao-linear e ndo-dispersiva, podemos perceber
a formacdo de ondas de choque pelo seguinte fato: a capacitancia depende da
voltagem. Se esta diminui, teremos partes da onda se propagando mais rapido que
as outras, gerando uma onda abrupta, pois com o passar do tempo, o topo de
voltagem pode ultrapassar a base.

Finalmente, vimos que a dispersdo e a ndo-linearidade podem se balancear se
forem da mesma ordem e gerar o sdliton, que pode se propagar por distancias muito
grandes sem sofrer distor¢cdo. Reunindo estes efeitos e através de muitos calculos
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matematicos, chegamos a equacdo de KdV que é uma equacao padrdo nao-linear
gue se for derivada, admite solucdes particulares da onda solitaria, chamada sdéliton.

Com o intuito de observar melhor toda a parte analitica, utilizamos uma linha
de transmissdo néo-linear dispersiva previamente montada para realizarmos uma
propagacéao solitdnica.

Apesar de ndo obtermos resultados exatos, esta se mostrou como um meio
laboratorial promissor para o estudo de sélitons elétricos, pois foi possivel observar
as principais caracteristicas dos soélitons, como velocidade e forma constante.
Concluimos que esta abordagem é promissora para futuros estudos de sodlitons

elétricos.
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