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Resumo

Este trabalho se propoe a abordar ondas do tipo soliton a fim de ter contato com equagoes
diferenciais nao-lineares e dispersivas, que modelam diversos fenémenos fisicos de interesse.
Em particular sélitons estao presentes em juncoes supercondutoras, que sao dispositivos
ao redor de um material isolante. As ceramicas supercondutoras, por suas propriedades
em baixas temperaturas, como resistividade elétrica quase nula e diamagnetismo perfeito,
fazem deste material um dos mais promissores pela quantidade de aplicagoes possiveis e

motivam de maneira imediata esse estudo.

Palavras-chave: Solitons. Supercondutividade. Efeito Josephson.
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Introducao

As ondas do tipo séliton foram descobertas experimentalmente por Scott Russel, em 1834 e
reportada como ondas nao-lineares. Os relatos de Russel contradizia com outros trabalhos
da época que prediziam que ondas com amplitude finita ndo poderiam se propagar sem
mudar de forma, tornando-se mais escarpadas e eventualmente quebrando. Em 1865, H.
Bazin reportou experimentos que reforgavam e confirmavam as observacoes relatadas por
Russel (REMOISSENET, 1999). Essa contradicao foi logo resolvida, com os trabalhos
independentes de Joseph Boussinesq (1871) e Lord Rayleigh (1876), que deram importantes
contribui¢oes ao mostrarem que se os efeitos dissipativos forem ignorados, o aumento local
da velocidade associado com o aumento finito da amplitude é balanceado pelo decréscimo

associado com a dispersao, levando a uma onda de forma constante.

Matematicamente sélitons sao sistemas com solucoes exatas; embora estes sistemas, cha-
mados de sistemas integraveis sejam valiosos, sdo aproximacoes dos fendmenos fisicos reais,
pois inevitavelmente hé outros efeitos em jogo tais como, defeitos, atrito e forcas motrizes
externas. De uma maneira qualitativa, ondas solitarias podem ser compreendidas como o
equilibrio entre efeitos dispersivos e nao-lineares, com propriedade de particulas, pois as
ondas solitarias conservam sua velocidade e forma mesmo depois de colidir com outras

ondas solitérias.

No capitulo 1 apresentamos as principais caracteristicas dos fenémenos ondulatérios
fundamentais tais como: ondas progressivas, ondas harmonicas, equagao de onda livre e os

efeitos da dispersao, dissipacao e nao-linearidade na equacao de onda.

No capitulo 2 exploramos uma linha de péndulos acoplados por uma mola, cuja di-
namica é descrita pela equacao de Sine-Gordon que possui solugoes analiticas, que sao

solitons. Examinamos alguns aspectos e propriedades dessas solucoes.

No capitulo 3 veremos sobre a descoberta da supercondutividade e algumas de suas
particularidades. Depois usaremos a proposta de Feynman sobre efeito Josephson e o que
constitui uma juncao Josephson e em seguida analisamos a propagacao do fluxo magnético
ao longo de uma jungdo. A dindmica do fluxo magnético é descrito também pela equagao
de Sine-Gordon semelhante ao caso da linha mecénica e possui solugoes analiticas, que sao

solitons denominados aqui como fluxons.
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1 Fenomenos Ondulatorios

Uma onda é qualquer sinal que se transporta de um ponto a outro de um meio
com velocidade definida, sem que haja transporte direto de matéria de um desses pontos
ao outro (NUSSENZVEIG, 1983). Ondas transportam energia e momento linear pelo meio
onde se propagam e os “corpos” envolvidos permanecem numa posi¢cao média. Existem

diversos tipos de onda:

e Ondas longitudinais sao as ondas onde a perturbagao ocorre ao longo da direcao

da propagacao. Um exemplo desse tipo de onda é o som que se propaga pelo ar.

e Ondas transversais sao as ondas onde a perturbacao se da perpendicular a dire¢ao
da propagacao. As ondas eletromagnéticas ou um pulso numa corda sao exemplos

de ondas transversais.

¢ Ondas sismicas sao ondas que se propagam no interior da Terra, pois sdo consti-
tuidas de propagacao tanto longitudinal quanto transversal e os dois tipos de onda

se propagam com velocidades distintas.

e Ondas na superficie da agua sao ondas que nao se classificam nem como trans-
versal nem como longitudinal, pois as particulas nas superficie descrevem trajetérias
aproximadamente circulares, com componentes tanto na direcao de propagacao

quanto como perpendiculares a ela.

1.1 Ondas unidimensionais

Iniciaremos o estudo das ondas pelo caso mais simples, em que o perfil da onda é

inalterado e se propaga em uma tnica dire¢ao com velocidade v.

1.1.1 Ondas progressivas

Em uma corda esticada uma pertubacao ou impulso, gera um pulso que se propaga

ao longo da corda. Esse pulso pode ser descrito como uma onda transversal.

A pertubacao é uma onda progressiva, que se move para direita, sem mudar de forma e
com velocidade v, como se pode ver na Figura 1. Onde o referencial Oxy é o referencial que
estd parado observando o deslocamento do pulso, cujo perfil y(x,t). O'x'y’ é o referencial

que se desloca junto ao pulso de perfil y/(z2',t).
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¥ (x,0)=)'(x",0) (a)
0=0" i
¥ (x,1) Y (b)
Wi Tl
R X
0 Ot

Figura 1 — Onda progressiva que se movimenta para direita, temos em (a): o perfil da
onda y(x,0) = y/(2’,0) no instante t = 0 e em (b): o perfil da onda no instante
t (NUSSENZVEIG, 2002).

O referencial inercial O’z'y’ que coincide com o referencial inercial Oxy para t = 0, mas
se move com a velocidade v da onda ao longo do eixo x. Isso significa que o referencial
O'x'y’ se move junto ao pulso, logo no decorrer do tempo, a onda descrita em termos desse

referencial tem seu perfil nao depende de t:
y'(2't) = y'(2',0) = y(2) = f(2). (1.1)

O referencial Ox'y’ esté afastado do referencial original por uma distancia vt para qualquer
instante t # 0, entao podemos relacionar os dois referenciais da seguinte forma, x = 2’ + vt
e como a propagagao do eixo O'z’y’ se da apenas ao longo de Oz isso implica em y(z,t) =

y'(2,t). Entdao a onda no referencial original é:

y(o,t) = f(a') = flz —vi). (1.2)

A equacgao (1.2) descreve uma onda progressiva que se propaga para a direita, se a onda

se movesse para a esquerda teriamos v — —v entao:

y(z,t) = g(z") = g(z + vt) (1.3)

No caso geral temos ondas progressivas se movendo em ambos os sentidos; entao podemos

escrever um expressao geral que represente o perfil da onda:

y(x,t) = f(z —vt) + g(x + vt) (1.4)

1.1.2 Ondas harmdnicas

Este é o caso em que uma pertubacao em um ponto x corresponde a uma oscilacao
harmonica simples, o perfil da onda progressiva que se propaga para a direita com velocidade

v ¢ uma funcao senoidal:

f(z") = Acos(kx’ 4 09) = Acos[k(x — vt) + & (1.5)
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onde 2’ =z — vt, A é a amplitude da onda, § = [k(z — vt) + Jdy] é a fase da onda e dy é a

fase inicial da onda.

Como as fungoes que representam ondas harmonicas sao periédicas tanto no tempo quanto

no espaco, ha relagdes que quantificam essa periodicidade, sao elas:

e Frequéncia angular (w) é o nimero de oscilagbes completas por unidade tempo e

¢ medida em radianos por segundo [4;

e Periodo (T') é o tempo de uma oscilagdo completa e é medido em segundos [s];

e Frequéncia (v) é o nimero de oscilagoes por unidade de tempo medida em hertz
(Hz) ou [s71].

e Nimero de onda angular (k) é o nimero de comprimentos de onda completas
por unidade de comprimento é o analogo espacial para frequéncia angular (w) e é
Tad],

m 17

medido em radianos por metro |

e Comprimento de onda (1)) é a distancia entre duas fases de onda iguais e conse-

cutivas e ¢ medido em metros [m].

e Nuamero de onda (o) é o niimero de onda por unidade de comprimento e é medido

em metros [m™!].

Uma onda f(z,t) que se desloca um comprimento igual a A\, por definicdo a onda tera o

mesmo perfil que antes do descolamento:

flx,t) = fx + A\ 1)
Acos[k(z — vt) 4 do] = Acos[k(x + X — vt + ]
coslk(z — vt)] = cos[k(x + X — vt]

kXA =27
27
k= —
A

Analogamente temos que se passado um intervalo de tempo igual a um periodo (T'), entao

o perfil da onda serd o mesmo que antes desse intervalo de tempo:

flz,t) = f(x,t+T)

Acoslk(x — vt) + 6] = Acoslk(z —v(t +T) + do
coslk(x — vt)] = cos[k(x —v(t + T))]

kvl = 2

2T

k= —
T
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Portanto podemos relacionar por meio do niimero de onda angular (k) as quantidades

de periodicidade:

k= T U= % = A\v, onde v ¢é a velocidade de fase (1.6)
v

Entao podemos reescrever a fase de uma onda harmoénica em termos dessas quantidades:

[k(x — vt) + 0] = (kx — wt + ) (1.7)

1.1.3 Equacao de onda unidimensional

Uma onda que se move para direita é expressa genericamente pela funcao y(z,t) =
f(@'), onde 2’ = x — vt. Para associarmos uma equagao do movimento com a propagagao
da onda, é necessario calcular a aceleragdo em um ponto qualquer xz. A velocidade e a
aceleragao se obtém fixando z e derivando y(z,t) com relacao a t, ou seja, através de

derivadas parciais. Entao a velocidade com que o ponto x se desloca verticalmente no

(o) (5)- () s~ () o

Derivando-se novamente em relagao a t, obtemos a aceleracdo do ponto x no instante t:

instante t é:

Py 0 (0NN __ (P10 _ (P "
o2 ot ox' ) ox2 )\ ot ) Oz’ '
Da mesma forma, s6 que fixando ¢ e derivando y(z,t) em relagao a x, obtemos:
9y _ (Of\(0«"\ _ (Of\O(z—vt) Of (1.10)
ox  \ox'J\ox ) \ox ox  Ox '
Derivando-se novamente em relagao a x, obtemos:
Of _ 0 (0f _(OF) (02" _ &S (1.11)
ox2  Ox\ox') \ox2)\ox ) 0x? '
Comparando as derivadas parciais de segunda ordem, tanto em relacao a ¢ quanto a x
o2 f

observa-se que ambas possuem o termo em comum, entao obtemos:

ox'?
>y _ 282f _ 282f Py _ 232f
ot? - Oz'? - Ox? - 0%t - Rx

A equagao (1.12) é chamada de Equagao de Onda Unidimensional, uma das equagoes

(1.12)

fundamentais da fisica.

A expressao de uma onda progressiva para direita f(x — vt) e para esquerda g(z + vt) sdo
solugdo da Equagao de Onda. Assim como a soma das duas solugoes, formam uma outra

solugdo, u(x,t), conhecida como Solugao de D’Alembert:

u(z,t) = f(x —vt) + g(z + vt) (1.13)
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1.2 Dispersao, dissipacao e nao-linearidade

Antes de abordar ondas com caracteristicas como dispersao, nao-linearidade ou
dissipacao, iremos antes fazer algumas consideracoes como forma de simplificar nossa
abordagem. A primeira simplificagao é usar a Equacao de Onda na forma fatorada, a fim

de facilitar encontrar a solucao que a satisfaca, pois basta achar a solucao para um dos

%y C,Of [0 0 0 0 B
e Vo = o TV )\ T e )V =0 (1.14)

Logo basta encontrar a solucao que satisfaca um dos termos da Equacao de Onda livre na

fatores:

forma fatorada, isso facilita o estudo das equacoes. Outra simplificacao é a introducgao de
uma notagao simplificada para derivadas parciais:
% _ . Oy _
or U ar U

Para derivadas de segunda ordem:

0%y 0%y
@ :yzx,w :ytt- (116)

(1.15)

Escolhido um dos termos da equacao de onda, este pode ser reescrito na forma simplificada,

oy dy\ B
<8tivaw> =1y oy, =0. (1.17)

Quando equagdes de onda sdo derivadas a partir de alguns principios fisicos (ou conjunto de
equagoes genéricas), certas simplificagoes sdo necessarias (DRAZIN P. G., 1996). Partindo
de premissas menos extremas, podemos obter equacoes com significados fisicos, exemplo:

onda de dissipacao, dispersao ou nao-linear.

Estudaremos agora o que a adi¢do do termo y,.., provoca na fungao de onda livre e quais

sado suas propriedades, onde y = u(x,t) e v = 1 para facilitar a abordagem, temos entao:
U + Uy + Ugpy = 0. (1.18)

A funcio u(z,t) é solugdo da equagao (1.18), u = €'® = cos(¢) + isen(¢) e considerando
apenas a parte real: u(x,t) = cos(¢) com ¢ = (kx —wt). Substituindo as derivadas parciais

na equacao de onda

De'® Qe PP

U + Uy + Uggy = En + o7 + By =0
—w+k—k=0

wk)=k— kK

v(k) =1— k%

A expressao w(k) = k — k* ¢ a relagdo de dispersao, mostra que ondas de diferentes

nimero de onda propagam-se em velocidade distintas. O efeito geral disso é a mudanca do
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perfil da onda durante sua propagacao, entdo o termo u,,,, gera efeito de dispersao. A

equagao (1.18) é a equagao de onda dispersiva.

Agora o que ocorre se adicionarmos o termo (—uy,), sendo u(z,t) = cos(¢) solucao da

equagao:

Je'? Qe 9%l

Up + Uy — Upy = Py + o + 57 =0 (1.19)
ie'?(—w+k+ik?) =0 (1.20)
w(k) = k(1 — ik) (1.21)

Substituindo o valor de w na equacao de onda, tem-se seu perfil com a adi¢cao do termo

(—Ugg):

U(I,t) _ ez’(kz—wt)
u(:p,t) _ eik[m—(l—ik)t]
u(m, t) _ e[ik(x—t)]e(i2k2t)

U,(.T t) _ e(k’x—wt) e—(k2t)
7 A

u(z,t) = Aekr=+1)

Encontramos como solugao para equagao de onda wu; + u, — u,, uma onda que viaja
com velocidade individual, mas que sua amplitude A descresse exponencialmente quando
t — 00. Esse decaimento exibido na solugao ¢ denominado em geral de dissipagao e se

deu a partir do termo (—uy;).

A maioria das equagoes de ondas, como a equacao (1.14) sdo validas para pequenas
amplitudes (DRAZIN P. G., 1996). Se assim for podemor obter (com boa aproximagao) a

equacao diferencial nao-linear:

ur + (1 +u)u, = 0. (1.22)
———

Onde v = (1 + u), isso significa que cada amplitude dessa onda esta relacionada com
uma velocidade, quanto maior a amplitude maior a velocidade. Portanto a parte superior
de uma onda nao-linear tem maior velocidade que a sua base, podemos observar isso
nas ondas do mar que ao se aproximarem da praia "quebram', pois a crista (com maior

velocidade) se adianta em relagao a "base da onda'causando essa descontinuidade.

Caso as fungdes f(x,t) e g(z,t) sejam solucdo da equagao de onda nao-linear en-

tao a soma das solugoes nao é solucao dela, ou seja,



1.2. Dispersao, dissipacio e nao-linearidade 23

Se f(x,t) e g(x,t) sdo solugoes da equacao equagdo de onda nao-linear, isso implica
em:

ft+(1+f)fxzoegt+(1+g>gm:0- (1'23>
Mas a superposi¢ao nao é solucao, pois:
(f+9)e+ @+ f+9)(f+9),=0

fit g+ A+ )fe+ 0+ f)ge+9fe+99. =0
fgx+gfwzo

Portando podemos concluir que a equagao de onda nao-linear nao respeita o Principio

da Superposicgao.
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2 Sélitons

Introduzir a respeito de solitons

2.1 Séliton mecanico

Num sistema de n péndulos acoplados por uma mola ao longo de um eixo Ox como
mostrado na Figura 2, separados por uma distancia a ha uma de espira de mola com
torque constante 3. Um péndulo que ¢é rotacionado de sua posicao de repouso causa uma
pertubacao em todo o sistema mecanico, logo se faz necessario associar um angulo 6, a

cada n-ésimo péndulo rotacionado.

ATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATATA! 0 ()
S T S S S S S S S S S S S S o o S S S S S S S s 252

@m

n-1 n n+l

Figura 2 — Esquema de uma linha de transmissao que consiste em péndulos acoplados por
uma mola (REMOISSENET, 1999).

Todos os péndulos possuem comprimento L e massa m. Um péndulo que é rotacio-
nado um angulo 6, sofre um torque devido a gravidade (I'y) e outro torque devido ao
acoplamento (I'.). A acdo dos torques sobre um péndulo n-ésimo do qual possui momento
de inercia (I), sofre uma aceleragao angular («) e por conservagao de energia podemos

escrever uma relagao entre eles:

d*o,,
1 dt2 = —mgLsen(@n) _6(971 - 9n+1) - 5(9n - en—l) (2.1)
ry .
d*0,, mglL
dt2 = <_1)( ? )Sen(en) + 5(2071 - en-i-l - 9n - 1) (22)
——

Ot

As grandezas, frequéncia (w,) e velocidade (c,) sao definidas como:

L 2
PR L (2.3

Entao podemos reescrever a equacao da seguinte maneira:
2

O = (—1)w2sen(6,) +—2(20, —bpir —6n—1)  (n+1,2,....N).  (24)
a
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Este é um sistema de N equacoes diferenciais nao-linear denominada: Equagao de Sine-
Gordon (SGE). Este sistema discreto nao possui solugao analitica, sendo entao utilizado
uma aproximagao para tornar o sistema de discreto para continuo. Usando a Série de

Taylor podemos desenvolver um ponto discreto como uma soma de varidveis continuas:

a0l a®>0*0 ad0%0

Esta aproximacao é valida para variagoes lentas de 6,, para 6,1, para o caso que a amplitude

(2.5)

do torque restaurador causado pelo acoplamento é maior que o torque "gravitacional', isso

implica em:
2

c
B >>mgL ou 2 5> 2 2.6
2 o
a
c? 5 Co
—=>>a = —>>a (2.7)
w? Wo

Introduzimos o pardmetro discreto d = ¢,/w, e caso a variagao do angulo de rotagao
for abrupta d ~ a a aproximacao usando a Série de Taylor nao podera ser utilizada.

Considerando entao que d >> a, podemos reescrever a equacao de Sine-Gordon:

2 29 29
0 = (—1)w?sen(0,) + % (0 + ab, + ¢ Q'M +...)+ (0 —ab, + ¢ Q'M +...) - 249] (2.8)

a2
2 29 49
Oy + w?sen(0) = % (a we & Jowse ) (2.9)

FERR] 41

Como sao variagoes lentas de # podemos assumir a aproximagao da equacao da seguinte
forma:
Oy — \ciﬁm + w?sen(f) = 0 (2.10)

02

A equagao (2.10) é a Equagao de Sine-Gordon continua. Nela estd embutida nao-linearidade

e dispersao, esta equagao possui solugao analitica.

2.1.1 Amplitudes pequenas

O caso de amplitudes pequenas é quando a variacao de ¢ é muito pequena, em que

podemos reduzir sen(f) = 0, o que leva a uma aproximacao linear da equagao (2.10)
Osp — 20y + w20 =0 (2.11)

esta equacao é denominada Equacao Klein-Gordon, uma equacao de onda dispersiva.

Como analisamos anteriormente, ondas dispersivas admitem solugao na forma:
0 = 0,cos(¢) = O,cos(kx — wt) (2.12)
Obtendo a segunda derivada de (2.12) em relacdo a = e a t:

0y = —0,c08(¢)w® = —w?0
Ope = —0,c08(0)k* = —k20.
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Reescrevendo a equagao Klein-Gordon com as respectivas derivadas da solucao:
Htt — ngxx + wgg = O
—w*0 — 2(—K*0) + w20 =0
(2K + w2)0 = w?0.
w=/(2k% + w?) (2.13)
obtemos a relagao de dispersao representada na Figura (3.6), para um k& > 0 como se

pode observar na representagao. Caso k = 0 isso implica em w = w,, essa seria a chamada

frequéncia de corte - onde acima dessa frequéncia ha propagacao.

Frequéncia (@)

o / |

Numero de Onda (k)

Figura 3 — Representagao da relacao de dispersao para k > 0.

2.1.2 Amplitudes grandes

A equacao de Sine-Gordon nao possui solugoes restritas aos casos de amplitudes
pequenas, também ¢é possivel encontrar solugoes para maiores variacoes do angulo de

rotacao. Retomando a equacgao de Sine-Gordon:
O — C20pp + w2sen § =0 (2.14)
substituindo as variaveis: wot =T e £z = X, como forma de simplificar a nossa abordagem

%0 9%
977 axe +sen =0 (2.15)
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onde observamos uma onda de perfil permanente de forma:
0=0(s)=6(X —uT). (2.16)

Para acharmos a solucao dessa equacao iremos escrever uma expressao para derivada de 6

em relacao as variaveis T, X e s:
00 00
- (2)ax s (2)ar
_db (05 db (05
~ds \0X ) ds \OT
1 —u
00 00
e (2)ax o (2)

Reescrevendo a equagao (2.15):

820 020
sen(f) = (1 — UQ)@ (2.18)
B ds? '
d*0 sen 6
- = 2.19
ds? (1 —u?) (2.19)
Como: ,
d?0  1d (df sen 0 dcos 0
— === =— : 2.2
ds?  2ds <ds> ‘- do (2.20)
Pode-se reescrever a equagao da seguinte maneira:
2
1 _
1d (do)"_ d —cos(f) (2.21)
2ds \ds ds (1 —u?)

Integrando ambos os lados:

1d —cos(
/2d< ) ds 1 —u2 (2.22)

do\*  2(C — cos(0))
() 5 229
do 2(C' — cos(0))
ds i$ (1 —u?) (2.24)

onde C é uma constante de integracdo. Fazendo éin% f# = 0, o que implica em % — 0,
%

quando s — 4o00. Entao podemos achar o valor de C:

2(C' — cos(0)

0= "aw

(2.25)
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+(2C-2)=0—>C=1 (2.26)

Com C=1, retomamos a equagao (2.24)

do 2(1 — cos(0)

e (227)

do ds
2(1—cos(6)  (1—u?) (2.28)

0(ss) do 0sp)  ds
/9(5") 2(1 — cos(0) - 0(s0) m (2.29)

(s —50) _ 9
i(fl—uz) =In [tan (4)] (2.30)

_ +s5; — 5,

o dareten [exp (m)] (2.31)

A equagao (2.31) é solugao da equacao de Sine-Gordon para grandes amplitudes. Representa
uma onda solitaria localizada, isto é, onda que nao sofre difracao, viaja com velocidade
normalizada (—1 < u < 1). Colisdes feitas por simulagbes numérica indicam que esta
onda ¢é do tipo soliton. Existem outras soluc¢oes para a equagao de Sine-Gordon que sao
detalhadas no Apéndice A.

Figura 4 — Representacao de um soliton kink e antikink, em linha continua e pontilhada
respectivamente.

O sinal + da solucao indica a direcao de propagac¢ao da onda, no caso dos péndulos, o
sinal positivo indica uma rotacao no sentido anti-horario, isto ¢, de 0 a 27, chamamos esse
soliton de kink. O sinal negativo indica uma rotacao no sentido horario, isto é, de 0 a
—2m, esse soliton se chama anti-kink. Na Figura (4) estd representado um séliton kink e

anti-kink.
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Definindo v = \/ﬁ e fazendo s, = 0, a solugdo (2.31) pode ser reescrita como:
0 = darctan[exp(£ysy)] = darctanfexp(£y(X — uT))] (2.32)

O gradiente de rotacao é dado pela derivada parcial de 8 em relacao a variavel X:

06 _4 <8arctan[exp(:|:73f)]) <86:Up(:|:75f)>
0X 0X 0X
00  ~yexp(Lys) Os
0X 1+(expj:273)@
1

00
X = 2ysech(ys) (2.33)

Ja o célculo da derivada parcial de 6 em relacao a T, nos da a velocidade de rotacao:

-0.5

0
s=(X-uT)

Figura 5 — Representagio do gradiente e velocidade de rotagao em fungao de s = X — uT
com u = 0.1

% 4 ((i)arctan[emp(:tvsf)]) <86xp(ﬂ:78f)>
oT

- oT oT
09 qeap(ys)  Os
OT 1+ (exp = 2ys) T

—Uu

00
37 = —2urysech(7ys) (2.34)
Na figura (5) estao representadas as derivadas em X e em T de um séliton kink, na

representacao ¢ possivel ver a forma desses pulsos localizados.

2.1.3 Contracao de Lorentz de um séliton kink

Conforme a velocidade de um séliton kink aumenta, a sua largura fica mais estreita

devido ao fator de contragao de Lorentz () no denominador do expoente. Esta conclusao
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parte da equagdo de Sine-Gordon na forma como escrita em (2.15), se novamente for feita
uma transformagao de Lorentz das varidveis independentes da seguinte forma (X, 7T") para
(X", T"),sendo X' = (X —uT) e T =~(T — uX):

9%0 00 00 020
977 axe + sen(f) — 572~ 3%7 + sen(f) =0 (2.35)
0=0(s)=0(X —uT) —0(s) =0(X —uT") (2.36)

Para acharmos a solucao dessa equagao iremos escrever uma expressao para derivada de 6

em relacao as variaveis 17, X' e s, como feito para as varidveis X e T

00 , 00 ,
df = <8X’> dX' + (8T’> dT (2.37)
df [ Os df [ Os
-2 ( aX,) 2 ( aT,) (2.38)
—— ———
¥ —uy

0 [(2)ax o ()] o

O que observamos ¢é que feita a transformacao de Lorentz as derivadas de segunda ordem
recaem na mesma expressao quando em termos de X e 7. Com isso concluimos que a
solugao obtida em (2.31) também é solucdo quando feita a transformagao de Lorentz.

Entao se tomarmos a solugao na forma de um séliton kink em termos de (z,?):

0 = darct Lt et (2.40)
= 4arctan |ex e .
b V1—u?

Definindo v = wuc,, que ¢é a velocidade do séliton e introduzindo o parametro discreto

d = ¢,/w, ja definido anteriormente, entdo podemos transformar a solu¢do em

v

(&) (@ — Test)

0 = darctan { exp |+ iy (2.41)
[ (z—vt) ]
0 = darct T 2.42
arctan {exp =l (2.42)
0 = 4arctan | exp -j:w— (2.43)
| dy1- %] |

Como mencionado, devido ao fator de contracao de Lorentz um séliton que se movimenta
com velocidade maior faz com que a largura da onda diminua, como pode ser visto na
Figura (5). Essa caracteristica pode ser vista em (2.43), onde v, a velocidade do séliton
¢é limitada pelo valor c,, que é a velocidade de propagacao de onda linear, conforme v

aumenta mais o pulso se aproxima de uma fung¢ao degrau.
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v=0
———v=04
..... v=08
——=-v=0.999

-6

Figura 6 — Representacao da mudanca de perfil de um kink devido a contracdo de Lorentz
para diferentes velocidades v.

Uma caracteristica importante dos sélitons kinks é que sua amplitude independe de sua

velocidade, facilmente demonstravel se fizermos v = 0 reduzimos a equacao (2.43) para

erp <i2>} . (2.44)

Concluimos entao que um séliton kink pode ser estatico, perdendo sua caracteristica de

0 = 4darctan

onda.

2.1.4 Energia de um kink

Para calcular a energia total (E) de um séliton kink, de uma cadeia de péndulo
acoplados sem levar e conta efeitos dissipativos, é a soma da energia cinética rotacional,
da energia potencial devido ao acoplamento dos péndulos e a gravitagdo. A expressao que

descreve isso é

E= i\[: [1[ (M) + ;5(9n+1 —0,)* +mgL(1 — cos@n)] (2.45)

Essa soma discreta, pode ser aproximada em uma caso continuo se fizermos as seguintes

consideragoes, a variagao do angulo de rotagao entre dois péndulos consecutivos seria
an:tl

a

integral

, portanto poderiamos aproximar essa variacao por ‘%’ e a soma pensada como uma
X

+o00 2 2
R (o0t 1, (00 d

com 3 = L% e mgL = Iw?, reorganizando os termos, temos:
a

+oo 2 2
1 (00 1Ic2 , (06 9 dx
E [O {2[ <8t> tg 2t ((%) + Tw; (1 — 0030)] . (2.47)
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1 1, (00 dx
E = / [2 <> EICO (89&) + Tw?(1 — 0039)] " (2.48)
00
E = / [ <8t> 5% (8) + w?(1 — 0080)] dx. (2.49)

Fazendo uma mudancga de varidavel em termos de X e T, ja definidos anteriormente,

reescrevendo a expressao da energia total:
+oo 2
I{1/060 1 ,w? [ 06 ¢
E = / - == i M g A e 1— dX 2. 2.
J a2 <8T> w4+ 26 2 <3X> + w?( cos@)] o (2.50)

400 2
FE = / ILUOCO } % + }
| a 2\ 0T 2

o termo Jw,c, € a energia escalar do sistema que podemos verificar por analise dimensional:

(5;)2 . 0039)] ax. (2.51)

[Tw,c,] = [kg - m)] [i:j [m- s = [kg-m?*-s7% = [J] (2.52)

como pode se ver o termo [w,c, possui dimensao de energia.

Para resolvermos essa integral (calculadas no Apéndice B) que representa a energia total

do sistema, iremos separa-la em partes:

e [, ¢ a energia cinética rotacional:

+o0 2
1 (06

B, = 4u*y (2.54)

e [, ¢é a energia potencial devido ao acoplamento dos péndulos:

400 2
1/ 98
By = / 5 (ax) dX (2.55)

By = 4y (2.56)

e [, ¢ a energia potencial devido a gravidade:

E3 = /00(1 — cosf)dX (2.57)

— 00

By =— 2.58
3= (2.58)
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Finalmente podemos retomar a equagio (2.51) e substituir os resultados de cada termo da

integral:

P yoolwoco

1/00\> 1[00\°
2<8T> +2<&){> +(1—COS(9)] dX

a
Tw,c,

E= (Ey + Ey + Es5)
lw,c, 4
B = 2 (4u27+47+;)

41vw,c, 1
E= 00 14 )

gl

P 8Ivw,c,
a

Lembrando que

Por comparacao com a energia cinética relativistica

mu
F=—
v2
)
concluimos que a massa de um kink (m,) é
81w,
me =
ac,

portanto a energia de um séliton kink (Ef) pode ser simplificada assim:

02

c2

E a energia de séliton estético (Eg), isto é, quando v = 0

2
Er =m,c,

(2.59)

(2.60)

(2.61)
(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

Um soliton kink pode ser considerado assim uma particula relativistica de energia Ey

e massa m,, essa natureza corpuscular dos solitons ¢ verificada experimentalmente (RE-

MOISSENET, 1999).
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3 Supercondutividade

Em 1908, H. Karmelingh-Onnes encontrou uma forma de liquefazer o hélio e assim
atingir temperaturas da ordem de 4K. Por volta de 1911, ao investigar a relacao da resistén-
cia elétrica em func¢do da temperatura do mercirio (Hg), descobriu que a 4K a resisténcia
elétrica decaia a zero subitamente e assim permanece a temperaturas inferiores. Depois
dessa descoberta o mesmo comportamento foi visto em outros metais e ligas metalicas
como: estanho, chumbo, aluminio, ni6bio entre outros (SCHMIDT, 1997). A temperatura
de transicao entre o estado normal e supercondutor é chamada de temperatura critica
T.. Pouco depois observou-se que a supercondutividade pode ser anulada nao s6 pelo
aquecimento do material, mas também pela aplicacdo de um campo magnético. Esse

campo chamado de campo critico, H..

Em 1986J. George Bednorz e Karl Miiller que trabalhavam no laboratério da IBM, em
Zurique, Suiga, reportaram supercondutividade em 6xidos de lantéanio e cobre dopados com
bario ou estroncio em temperaturas acima de 38K . Isso animou a comunidade cientifica
pois a temperatura critica do material descoberto estava bem acima quando comparada
com a dos metais e ligas metalicas (SHEAHEN, 2002). Centenas de cientistas comegaram
entao a tentar diversas combinag¢bes quimicas na tentativa de encontrar materiais com
altas temperaturas critica, em sua maioria ceramicas, a base de 6xidos de cobre, como
0 Y BayCuzO7 (ou YBCO) que se mantém supercondutor a 92K, uma temperatura alta
comparada com os metais como podemos verificar na Tabela 1. Podendo assim o YBCO ser
resfriado a partir de outras fontes como nitrogénio que se torna liquido a 77K, barateando
o custo do resfriamento quando comparado com o uso de hélio liquido e viabilizando a sua

aplicacgao.

Tabela 1 — Tabela com a relagao entre materiais supercondutores e suas respectivas tem-
peraturas criticas (SEIDEL, 2015).

Material Tc(K)
Pb 7.2
Nb 9,2

NbN 13-16
NbsGe 18
NbT 9,6
YBCLQCUQO7 92
BigSTQOCLCUQOS 94
BigSTQCCLQCUgOlO 110
MgB, 40

Como vimos diversos metais apresentam a propriedade supercondutora quando resfriados
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o suficiente conduzem eletricidade sem resisténcia, a explicagao é que ha uma interagao

entre elétrons devido a quase nenhuma vibragao de rede, fazendo que os elétrons formem
pares fracamente ligados (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 1963).

Sabe-se que um elétron é uma particula de Fermi (ou Fémion), isto é, obedece o
Principio da Exclusdo, mas o par se comporta como uma particula de Bose (ou Béson).
Os bdésons podem coexistir no mesmo estado quantico, ou seja, nao obedecem o Principio
de Exclusao, que foi estabelecido por Pauli, em 1925: Em um atomo multieletronico
nunca pode haver mais de um elétron ocupando o mesmo estado quantico

(EISBERG, 1994).

A energia do pareamento - isto é, de atracao - é muito fraca, um aumento pequeno
de temperatura ¢é suficiente para separar os elétrons devido a agitacao térmica, convertendo
os elétrons para o estado “normal”. A ideia fundamental da supercondutividade exposta
na teria de Bardeen, Cooper e Schrieffer, ou, como é frequentemente denominada, Teoria
BCS é que os elétrons trabalham em pares e podemos pensar que eles se comportam,
mais ou menos, como particulas. E sendo assim podemos pensar em funcao de onda para

particulas e isso se aplica aos pares de elétrons.

Aqui iremos considerar que estamos muito préximos do zero absoluto entao todos
os elétrons livres formam pares, quando ha uma porcao deles em um determinado estado

podemos escrever funcao de onda como

U(r) =/pe? (3.1)

onde p é a densidade de pares de Cooper por unidade de area e ¢ é a fase quantica comum
a todos os pares (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 1963).

3.1 Juncao Josephson

Quando dois supercondutores sao unidos por um filme fino de um dielétrico,
esse arranjo é chamado de Juncao Josephson, como se vé na Fig.7. Se o isolante
for suficientemente espesso, nao havera corrente ao aplicarmos uma tensao entre os
supercondutores. Caso o filme fino tenha espessura da ordem de 100A elétrons livres
possuem probabilidade de penetrar a barreira potencial, agora se a espessura do dielétrico
for abaixo da ordem 30A os pares de elétrons (ou pares de Cooper) possuem probabilidade
de fluir através da jungao e gerar condutividade 6hmica (REMOISSENET, 1999). Este

efeito de tunelamento quantico denomina-se efeito Josephson.

3.1.1 Juncao Josephson curta

Usando a explicagao tedrica de Feynman e descrevendo os pares de Cooper por uma

tnica func¢ao de onda na forma (3.1), a amplitude de encontrar um par nos supercondutores
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Figura 7 — Esquema de uma jungao Josephson (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 1963).

S1 e Sy é Uy e Uy respectivamente, e se relacionam da seguinte maneira através da equagao

de Schrodinger,

ZFL% =V, — KU, , ZFL% = Uy, — KU,y (3.2)

ot ot
onde h = h/27, h é a constante de Plack, K descreve o acoplamento dos supercondutores
devido ao efeito tunel na jungdo e E; e F5 sao as energias dos pares nos supercondutores.
Se uma diferenca de potencial V' é aplicada entre os supercondutores, como se vé na
Fig.8.a, para o primeiro supercondutor é aplicado uma tensao —V/2 e para o segundo
uma tensao V/2, entdo a energia de dos pares no primeiro e no segundo supercondutor é

respectivamente, E; e Fs:

Jo (‘2‘/) S (—2\/) — eV (3.3)
E,=q <‘2/> = —2e <‘2/> =—eV (3.4)

onde g = 2e é a carga de um par de Cooper. A diferenca de energia entre os supercondutores
é E1 - EQ = 2eV.

—_— —_—
: rL|
]
BT 4
: "|'|
a b

Figura 8 - Em a, esquema de uma juncao Josephson pequena e em b, o circuito equiva-
lente a juncao pequena, a resisténcia equivale aos efeitos dissipativos aqui sao
ignorados (REMOISSENET, 1999).

Através das equagoes em (3.2) podemos calcular as equagoes bésicas de Josephson, como

detalha o Apéndice C, que descrevem os efeitos da corrente supercondutora Jg que flui
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através do isolante, com amplitude J¢o e frequéncia f:

Jp =4e K~ ﬁ;llpz seng = Jo seng (3.5)
do 2V
T :

sendo ¢ a diferenca de fase entre as fungoes de onda nos supercondutores.

Uma juncao Josephson curta ¢ equivalente a um circuito elétrico, como ilustra a Fig.8.b, é
constituido de uma indutancia nao-linear em paralelo com uma capacitancia e resisténcia
elétrica, que representa os efeitos dissipativos que aqui ignoraremos. O fluxo magnético

pela lei de Faraday é definido como:

0o
o = V, (3.7)

combinando as equagodes 3.6 e 3.7 nés obtemos

0p 2e0d 2e

integrando ambos os lados a uma constante igual a zero, temos:

4re P
_ d = 9r— 3.9
e (3.9
onde ®, = h/2e = 2,064 x 10~1°Wb é o fluxo magnético quantizado. Usando a equacio

3.5 podemos escrever o fluxo em termos da corrente Jp

(I)O -1 JB
b =— — . 1
5, €N <JC> (3.10)

Numa Jungao curta a diferenca de fase (¢) e a corrente (Jp) dependem da diferenga de
potencial, V' que é aplicado, isso nos leva a investigar o que ocorre com a fase e com a
corrente se aplicarmos uma corrente continua (DC') e uma corrente alternada (AC') aos
supercondutores.

No caso da corrente continua (DC') a variagao da tensao é nula, V = 0, o que nos leva

diretamente a:

%(f:O—>¢:cte. (3.11)
onde a fase é uma constante nao necessariamente zero. Consequentemente, 3.5 é uma
densidade de corrente finita existente mesmo com uma potencial externo nulo. A existéncia
de uma corrente DC supercondutora foi prevista por Josephson em 1962 e observada

experimentalmente por Anderson e Rowell em 1963 (REMOISSENET, 1999).
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Por outro lado se for aplicada uma corrente alternada (AC'), a tensdo aplicada é constante,

V =1V, retomando a expressao 3.8, temos:

dop  2e
o R
2e
dop = fvodt
2e
¢ - ¢o - %‘/’ot

2e
= 7‘/015 o

A aplicacao de uma corrente alternada implica numa fase que muda com ao longo do

tempo e variando a densidade de corrente

2
J = Jo seng = Jo sen (;V},t + qu) = Jo sen(wyt + ¢,). (3.12)
Se analisarmos a fase da corrente podemos encontrar sua frequéncia como segue,
Wy 1 2e 2eV, fr 2e MH~z
=—=——=V,= — = = — =1483,6 . 3.13
L= T h V, h 1V (3:13)

3.1.2 Juncao Josephson longa

Uma junc¢ao Josephson longa consiste de dois supercondutores idénticos estendi-
dos de largura a, separados por uma camada dielétrica de espessura d, como ilustra a
Fig. 9. Ignorando os efeitos dissipativos, a jun¢do pode ser considerada como uma linha
de transmissao elétrica, como mostra a Fig. 10, com uma capacitancia por unidade de

comprimento ¢ = ke, em paralelo com uma indutancia nao-linear e uma indutancia por
(d+2))
a

unidade de comprimento [ = p, ,onde k é a constante dielétrica e A é a profundidade
de penetracao de London (REMOISSENET, 1999).

Figura 9 — Esquema de uma jungiao Josephson longa (REMOISSENET, 1999).

Como detalhamos nos apéndices de D-G, sobre as propriedades das linhas de transmissao
elétrica, um indutor em paralelo com um capacitor gera efeitos dispersivos na linha
de transmissao. A existéncia de elementos nao-linear na constituicao da linha, gera a
nao-linearidade. Os efeitos destas duas contribui¢oes (dispersdo e nao-linearidade) se

balanceiam produzindo sélitons.
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Ldx

éﬁ

V-dV ——
Cdx

dx

.‘__.|-----_------

Figura 10 — Esquema representando um circuito elétrico equivalente a uma juncao Joseph-
son longa nao-dissipativa (REMOISSENET, 1999).

Aplicando-se a Lei de Kirchhoff a uma secao unitaria do modelo de comprimento dx
obtém-se um conjunto de equacoes nao-lineares a derivadas parciais que combinadas

descrevem a eletrodinamica da juncao,

oV i 01 oV 0P
5 = "l %——CE—JCsenCD, E—V (3.14)

se combinarmos as equagoes em (3.14), obtemos a equagao diferencial do fluxo magnético

que circula no isolamento (ver Apéndice E),

0*d 0% 21
o lcﬁ = cJo sen 3. (3.15)
onde wy ¢é a frequéncia de plasma Josephson, definida como:
Wy = Jcl (316)

Relacionando (3.8) com a equacao (3.15) podemos reescrever a equagao diferencial em
termos da fase (como detalhado no Apéndice H),

D¢ D¢

a2 5 2 + w? sen¢ = 0 (3.17)
onde ¢; = VLC é a velocidade de onda linear. Essa equacao descreve a evolugao da

diferenca de fase quantica ¢ ou, equivalentemente, a evolu¢ao do fluxo em unidades de
¢ =21 (P/D,).

Essa equacao é semelhante & equacao 2.15 que descreve a dindmica de uma linha de
transmissao mecanica, como foi detalhadamente discutido no Capitulo 2 e portanto a
solucao obtida para aquela equagao pode ser usada diretamente para essa linha elétrica.
As solugbes sao sélitons, aqui chamados de fluxons, cuja dindmica através da juncio esta

ilustrada na Fig.11.

D, — ot
O =4—"tan™"! |exp —

2m Ay J1—%
J

(3.18)
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onde A\; = ¢;/wy é a chamada profundidade de penetragao Josephson, ela define precisa-
mente o que é uma jungao curta e longa. A equacao (3.18) é um soliton que se move
com velocidade v, corresponde em saltar para a 4+ 27 na diferenca de fase ¢ através do

isolamento separado por dois supercondutores.

AN '
Wl N

Figura 11 — Fluxon ao longo de uma juncao josephson longa (VISSER, 2002).

Tomando a derivada da equagdo (3.18) em relagdo a varidvel ¢ temos uma expressao
semelhante a velocidade de rotagao do angulo de rotagdo de um kink numa linha mecanica
em (2.33), aqui essa equacao representa o pulso de voltagem que acompanha o fluxon:

d  P,d D, 2 — vt
0 _ ¢ _ 2  sech | ——2 |, (3.19)

J J

Figura 12 — Representacao em linha potilhada de um pulso de tensdo e em linha continua
de um pulso de corrente, que viajam junto ao fluxon.

E derivando a equagao (3.18) em relagao a varidvel x obtemos uma expressao equivalente
ao gradiente do angulo de rotacao na linha mecanica, que representa um pulso de corrente
que acompanha o fluxon:

o ) 2 —
0 00 _ 2 sech ot . (3.20)

Voo Vo o




44 Capitulo 8. Supercondutividade

A propagacao do fluxon é acompanhada por um pulso negativo de tensao (3.19) e um

pulso negativo de corrente (3.20), como ilustrado na Fig.12.
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4 Conclusao

Observamos que a equacao que descreve a dindmica do fluxo magnético numa juncgao
Josephson é semelhante a equagao de Sine-Gordon, que descreve o momento angular de
péndulos acoplados em uma linha de transmissao mecanica que num limite de pequenas
amplitudes, é possivel deduzir solugoes analiticas. Essas solu¢des por sua vez descrevem
solitons kink, antikink e breather, que tiveram suas principais caracteristicas exploradas.
Essas solugoes no caso da jungao Josephson longa sao fluxons, os vértices Josephson (RE-
MOISSENET, 1999). A dindmica dos vértices Josephson pode ser diretamente observada,
pois da origem a uma diferenca de potencial através da juncao e esta associada a guias de

onda de alta frequéncia ou qubits para computagao quantica (RODITCHEV et al., ).
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APENDICE A - Outras solucdes para a

equacao de Sine-Gordon

Da solucao de um kink
0 = darctan{exp[£y(X — uT)|} (A.1)

podemos admitir mais solugdes na forma

0 treton[F29] "

onde F(X) e G(T) sao fungbes arbitrarias. Retomamos a equacao de Equacao de Sine-

Gordon, em termos de X e T

0%0 0%
Simplificando g = ¢ etan {%} = tan(¢) = y reescrevendo
P 0%
4 (8Tz - 8X2> = —sen(4¢) (A.4)
9%0  9°0\ [l —tan®(9)]
<8T2 - ax2> = Tt tan2(0)? (A.5)
020 00 1 — %
<8T2 - ax2> TyE T ! (4.6)
2y N - o,y y(1—y?)
(1+y2)? (yx)2 - 1+ (yr) TN ENT) 0 (A.7)
2y 2 2 1 _ y(1—v°) _
[(1 +y2)2] {(yX) (yT) } + l(l _'_yg) (yTT yXX)‘| + (1 +y2)2 0 (AS)
2y[(yx)* — (yr)?] + (1 + v*) (yrr — yxx)] +y(1 - y*) =0 (A.9)
200 = 00+ [ g -0 =0 Ao
2 = P+ | P e = )| = 1= (A1)

A notagao y subscrita de X ou T', é uma simplificacdo da derivada da funcao y em relacao

a variavel: 5 OF (X) F(X) F
_ 9y _ 1) _ x _Fx
X=ox T ax (G(T)) O IE (A.12)
0 (0y\ OFx (1\ Fxx
YXX T ox (ax) T X (G) e (A.13)
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Oy oG—(T) - _9 _ —FGr
Yr = T F(X)aT = FX)(-1)GG(T)r G2 (A.14)
(9 ay 8 (9G 2GT . QFG% FGTT
U= o <8T> ~or ( oT ) T @ (A-15)

Substituindo as respectivas derivadas em X e 7' na equacao (A.11), reescrevendo

L G [ Fxx  (=FGrr  2FGEN] <—FGT>2_(FX) T i
G2)F| G G2 G G2 G/l G

(A.16)
F?2+G?\ [Fxx 2G2 Grpr F2G2 FZ — 7
(GQ)[NGQ_G_Q B_e-r
F?+G*\ [Fxx Grr G2, FQ%—G2 F2GZ X F? — G*
o )7 a) e G e 0
18)
F?>+G*\ [Fxx Grr 2G2 ([ F? F2—|—G2 2FX - G?
G2 {F_G]_GZ G =0 (19
2 2y ((Fxx Grr 2 2 2 2 _
Derivando a equagao (A.20) em relagdo a X e a T sucessivamente, obtemos:
G
¢ ( ;;X)X + (F2)x (Z28) + (FFxx)x = [2(F)? = FPlx =0 (A.21)
F G
(G*)r (;X)X +(F?)x ((T;T)T — 0. (A.22)
Separando as variaveis
F G
(G*)r (;X)X — —(F%)x <5T>T (A.23)
(Fi)X (}&;()X =— (GlQ)T (GGTT)T = A, onde A é uma constante. (A.24)
Isolando o primeiro termo e igualando a A
F
(), = -
Integrando em relacao a X
/(?)de = [ A(F?)xax (A.26)
F;X — AF? + B, (A.27)
Fxx = AF® + B, F (A.28)

Multiplicando ambos os lados da equacao por 2Fx

2FxFxx = 2Fx(AF? + B, F) (A.29)



53

Integrando em relagao a X temos
o Ay 2
(Fx)* = §F + B F*+C4 (A.30)

Analogamente seguindo esses passos para

<GGTT>T = —A(GHr (A.31)

Integrando em relagao a T’

[~

(GGTT> — _AG?4 B, (A.33)
Grr = —AG? + ByG (A.34)

Multiplicando ambos os lados da igualdade por 2Gr
2G1Grr = 2G1(—AG? + ByG) (A.35)

Integrando em relagao a 1" temos

—A
(GT)2 = 7G4 + BQG2 + Cz (A36)
Achamos as expressoes de (Fx)? e (Gr)?, substituindo (A.30) e (A.36) em (A.20)
[(F2 + G?) (R‘; + GSTH —2[(§F4+31F2+01)2+(_QAG4+BQG2+CQ)2]+F2—G2 =0
(A.37)
Organizando os termos e simplificando temos
(B, — B)(G* = F?) +2(C, = Co) + (F* = G*) =0 (A.38)

Para a expressao (A.38) for igual a 0 isso implica em By — By = 1 e C; —Cy = 0. Provando:

(G* — F?)(B) — By) +2(C, — Co) +(F?* = G*) =0 (A.39)
1 0

GP—F’+F*-G*=0 (A.40)

G*—F*=G*—-F? (A.41)

Definindo A = —2¢%, B; = b? e C; = n?, alteramos as expressoes (A.30) e (A.36) para:

2
(jf;) = —*F' + 0*F* +n? (A.42)
dG ’ 2 4 2 2 2
=T =¢ G+ (b*-1)G"—n (A.43)

onde b, ¢ e n sdo constantes arbitrarias e seus valores irdo determinar diferentes solugoes

do tipo (A.2). A seguir iremos explorar algumas dessas solugoes.
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A.1 Solucao séliton kink

Caso onde ¢ =0, b > 1 e n = 0, portanto reduz a expressoes (A.42) em:

dF\*
— | =bF? A.44
(%) (A4
dF
— = +bF A4
dF
— =+bdX (A.46)
F
e a expressao (A.43) em:
e T (b—1)*G? (A.4T)
ar) '
dG
— =4(b-1 A4
= +(b-1)G (A.49)
d
(C; = +(b—1)dT (A.49)
Integrando a expressao (A.46)
dF
& /ib dX (A.50)
F
InF = +bX + ' (A.51)
F = Kyexp(+bX). (A.52)
E integrando a expressao (A.49)
/dg — /i(b— 1) dT (A.53)
InG=2+vb2-1T+ K’ (A.54)
G = Keexp(£vb2 —1T). (A.55)
Retomando a equagao (A.2) e substituindo as expressoes de F' e GG, temos:
F(X
0 = 4arctan lG((T;] (A.56)
Kiexp(£bX)
0 = darct A7
aretan [ngxp(j:\/bQ —17) ( )
K
0 = 4darctan {Klexp(ibX) +Vi2 -1 T)} (A.58)
2
Comparando essa solugao de um séliton kink com a solugao (2.32), chegamos a conclusao
que u = ”bz_l e%: ,

0 = darctan [y exp + (X £ uT)] (A.59)

escolhendo o sinal apropriado temos um séliton kink ou anti-kink.
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A.2 Solucao kink-kink

Caso onde ¢ = 0, b*> > 1 e n # 0. Assumindo n = b sao solugdes:

F = senh(bX) (A.60)

G = cosh(v'1 — b%T). (A.61)

b
V1—b?

Substituindo em (A.2) temos

_ F(X)
0 = darctan [G(T)] (A.62)
b senh(bX)

0 = 4arctan

A.63
V1 —=10? cosh(v/1—b*T ( )
N——

u

0 = 4arctan [u senh (&) sech (\/%ﬂ (A.64)
0 = darctan [u senh(yX)sech(uyT)] . (A.65)

Reescrevendo as fungoes na forma exponencial:

X — g7 X 2
0 = 4darctan lu ( 5 ) (euvT n e—uvT)] (A.66)
X —eX

A solucao (A.65) descreve a solucao de dois kinks, que pode ser provado da seguinte

maneira:

Quando X — —o0, o termo €’* — 0 e a solucdo

o taretan o )| (A.68)

6u’yT + e—"WT

Separando a solugao para X — —oo em:

0 — Oy = darctan]—ue "] para T — —oo (A.69)

0 — Oy = darctan[—ue YT para T — 400 (A.70)
Usando a identidade arctan(y) = —arctan(i) + % e arctan(—y) = —arctan(y), reescre-
vendo 051 e Oxo:

0 — 01 = darctan[————] + g para T — —o0 (A.71)
u
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e'y(X+uT) T
0 — Oy = darctan[————] + 5 bara T — 400 (A.72)
u

E para X — +o0, por simetria a solugoes sao invertidas:

e'y(X +uT)

0 — O = darctan|————| + g para T" — —o0. (A.73)
u
67(X7UT) T
0 — O = darctan[——| + 5 bara T — +oo (A.74)
u

Ao estudarmos os limites da solu¢ao obtemos 61 e 0y que sao solitons kinks que partem
um de —oo e o outro de +o00, com velocidade —u e 4u respectivamente e ao longo do
tempo se colidem e continuam sua trajetoria com a mesma forma ja que a solu¢ao obtida

para 0,1 e 09 sdo as mesmas para T — —oo e T — —00.

A.3 Solucao séliton breather

Caso em que ¢ # 0, b*> < 1 e n = 0, portanto reduz a expressoes (A.42) em:
dF\*_ —@PF* + 0’ F? = @F2(0° — F?) onde b? = s (A.75)
dX q> '
dF

F\b? — F?

=+qdX (A.76)

e a expressao (A.43) em

<£>2 = ¢*G? lGﬂ + (bzq;l)] = @PG*(G? = V") onde b = (b2q; D (A.77)
Y Gdf_ i +q dT (A.78)

A integral de uma equacao na forma
/;\l/xﬁ = \;%ln [\/ﬁ—; vA + 2521 para A > 0; (A.79)
/m(f/m}_% = \/i_Asen_l L\/%] para A < 0; (A.80)

onde R(x) é um polindmio R = A+ Bx + Cx? e x pode ser F ou G.

Se x=F, entao:
R(F)= A+ BF +CF?> =¥+ 0F + F? = V/* + F? isso implica em A > 0. (A.81)
Se x=G@G, entao:

R(G) = A+ BG+ CG* = =" + 0G + G* = =" + G? isso implica em A < 0. (A.82)
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Portanto a integral da expressao (A.76) é a do caso A > 0:

1, (VP =F2+V
m( = i ) — £gX + O (A.83)

/ dF B
N T

E a integral da expressao (A.78) é a do caso A < 0:

1 . —y
—sen | —— | = £¢T + Cs. (A.84)

/ dG B

ez ip? Y G
As constantes C e Cy sdo as coordenadas iniciais do espago e do tempo, respectivamente,
fazendo elas igual a zero e reescrevendo a expressao (A.83):
-1 (\/b"Fz + b’)

+¢X = —I
q n Ia

- (A.85)

/2 _ F2 /
et = ( Vo 0 ) (A.86)

F

[Fe®X —p)2 = p* — F? (A.87)
2b etaX

E reescrevendo a expressao (A.84):

1 _b/l
+qT = —sen” A
q i Sen ( e ) (A.89)
" -1 =V
+qV'T = sen ( > (A.90)
G
!
sen(+qb"T) = o (A.91)
G- (A.92)

sen(£qb"T)
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Finalmente substituindo as equagdes (A.91) e (A.92) em (A.2):

/
0 = darctan lsech(qb’X) sen(qb"T)%] (A.93)

Define-se Q2 = v/1 — b? e recordando que b’ = la’ el = —V(Z_l), pode-se reescrever a solugao

da seguinte forma:

_ 02

Op = 4arct = —
B arcanl O

sech(v1 — Q2X)sen(QT)] (A.94)
A solucao que obtemos (Ap) corresponde ao séliton breather, como pode ser visto na
Fig.(13) uma onda estaciondria, sua forma é de modulada pela frequéncia €2, conforme a
Fig.(14). As vezes o séliton breather é chamado também de bion, por causa que corresponde

a ligacao de dois solitons: um kink e um anti-kink, sua amplitude varia .

Figura 13 — Representacdao em 3D de um Breather, onde é possivel ver seu carater estético.

A Figura (15) nos mostra como se dé a variagdo da amplitude com o tempo, observa-se
que com o decorrer do tempo a amplitude varia de pico para um vale, recordando uma
"respiragao”, o que explica o termo Breather (respiragdo, em inglés). Usando a transformada

de Lorentz, fazendo uma mudanca de variaveis de (X, T") para (X', T")

Op = 4darctan %stech[(y\/l — Q%X —uT)]sen[yQT — uX)] (A.95)

. ~ _ v _ Co _ 1 . . .
Utilizando as relagoes u = -, d = 2> ey Women definidas anteriormente e definindo

Q) = 22 onde wp ¢ a frequéncia de oscilagao interna do breather. A solucdo de um Breather
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1
0
-1
-2
. - - ‘ : 3
-10 -3 0 5 10
-10 0 10
X
Figura 15 — Representacao topografica de um Breather.
é reescrita em termos das coordenadas originais (x,t):
2
wey/1 — (=B 2
Op = 4arctan ( °> sech | 141 <c£) (x — vt)| sen |ywp(t — E)
wpB d Wo Cg
(A.96)
Wo \ 2 ol wp) 2 VT
0p = darctan (—) — 1 sech |=4/1— <—> (x —vt)| sen |ywp(t — —)
wpg d W, c?
(A.97)

A amplitude maxima de um bion é

w2
Ap = darctan - (A.98)
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A energia do Breather pode ser calculada semelhantemente ao Kink,

] 2
O = 16=Coiw,7y| 1 — 2. (A.99)
a w?
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APENDICE B - Calculo de energia de um

soliton kink

Um séliton do tipo kink é descrito pela equagao (2.32) sua energia total ou hamiltoniana

dada pela expressao (2.51), que pode ser reescrita como a soma de termos de energias:
I
E= awOCO(El + EQ + Eg), (Bl)

calculados a seguir:

e [, é a energia cinética rotacional:

N ) ()dX

B = / : <84a7’ctan exp(~y ) IX

_l’_

16 r vers
E, = 5 /l(l—i—e%s ( )] dX

2
E; —8u272 / %M

tanh
El — 2u272 an (78)

—0o0

B, = 4u*y

e F5. é a energia potencial devido ao acoplamento dos péndulos:

5, <)d

><

B, — 7 : (84arctcm exp(ys) ) IX
“+oo
1 7
E, = 16 ( e dX
2 . 1+ 62'75
2
E, = 877 sech4(’y )dX
B, -2 Jtanh(ys) |7
v —0
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e [, ¢é a energia potencial devido a gravidade:

—+00

Es = / (1 — cost)dX

_+oo 9
Ey=2 / sen? <2> dX

E; =2 / sen? {2arctanfexp(vys)|} dX

Y

+oo
E; =2 / sen®ydX

cos(y)

B */“(2sen<y>cos<y>cos<y>> i

+o00o
E; =2 / (2tan(y)cos*(y))?dX

2tan(y
E3_2/ (8662y> X
5 _2/ 2tan(y dX
5 K 1+tcm2
> _270 2exp(7ys) dX
5 R (14 exp(2ys))

E3=2 / sech?(ys)dX

tanh(vys)|"
v

E3:2

E3:

=2 |~ 8
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APENDICE C - Equacdes basicas de

Josephson

As fungoes de onda para cada supercondutor que formam uma junc¢ao Josephson devem

satisfazer o seguinte sistema de equagoes de Schrodinger:

ov,

ih=s b = eVl — K, (C.1)

sendo K uma constante que leva em conta o acoplamento entre os supercondutores na
jungao. Lembrando que pela proposta de Feynman W, e ¥, sao fungoes de onda para os

supercondutores S e Sy, respectivamente, numa juncao como ilustra a Figura 7:

\Ijl = \/E eid)l (C?))
Uy = /py € (C.4)

lembrando que p é a densidade de pares de Cooper e ¢ a fase dos pares. Combinando as
equagoes (C.3) e (C.4) em (C.1), temos:

ov,

ihﬁ =eVy/p1 e'? — K.\/p2 el

LoV , :
m@itl\/p_l =eVpr e — K\/pips €2

L |0 ; i i
ih L‘% (\/Ee‘ﬁl)] Vo1 =¢eVpr e — K.\/p1p2 e'9?

10p1 04y - -

i 10p, . 0y
2 Ot

=+ Jpl(?t) (cosoy + isendy) = eV pi(cospy + isengdr) — Ky/p1pa(cosps + isends)

Portanto dessa ultima expressdo, separando os termos reais (Re) e imaginarios (Im):

Re : —ﬁ%.;lsembl — hpy agilcosgzﬁl = eV cospy — K\/p1p2cosps (C.5)
Im: Zaaptlcosgbl - FL,olagtlsengbl = eV pisendy — K\/p1pasenes (C.6)

Se multiplicarmos o termo real (Re) por —seng; e o imaginério (Im) por cos¢; e somarmos

os dois termos obtemos a seguinte expressao:

h Op

3o = KVpipzsend (C.7)



64 APENDICE C. Equacées bdsicas de Josephson

onde ¢ = @9 — ¢1. Por outro lado se combinarmos as equacoes (C.3) e (C.4) em (C.2) e

seguirmos a mesma analise feita anteriormente, teremos a seguinte expressao:

h dps

25 +K\/p1p2 seng (C.8)

A densidade de corrente que flui de um supercondutor para o outro pelo isolante é:

. 6,01 . 8p2
JB == 26@ == —265
deK
Jp = T\/Plﬂz seng
Jg = Jo seng (C.9)

onde Jo é amplitude da densidade de corrente que se denota densidade de corrente critica.

Retomando as equagoes (C.5) e (C.6), multiplicando a parte real por (cos¢;) e a parte
imagindria por (sen¢;) e somando as expressoes temos:
8¢1 . —eV K P2

2 =7 +ﬁ Ecos, (C.10)

seguindo essa mesma andlise para a combinagao das equagoes (C.3), (C.4) e (C.2), obtemos:

8¢2 . eV K [po
ﬁ == f + E ECOS . (Cll)

Para supercondutores similares, p;/ps = 1, temos que a diferenca de fase das fungoes de

onda, 1y e 1y é:
8¢2 8(251 2eV
— = C.12
ot ot h ( )
9 _ 2V
ot h
As equagdes (C.9) e (C.13) sao as equagoOes basicas que descrevem o efeito Josephson.

(C.13)
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APENDICE D - Ondas lineares em linhas de

transmissao elétrica

Atualmente, linhas de transmissao lineares fornecem as conexoes virtualmente de todos
os sistemas computacionais e de comunicagao, na forma de cabos axiais e microstrips
(REMOISSENET, 1999). Nés revisaremos diversas propriedades das ondas lineares que se
propagam em uma unica dimensao espacial por uma linha de transmissao linear. Primeiro
iremos considerar a propagac¢ao unidirecional de ondas lineares nao-dispersivas em uma
linha de transmissao basica. Depois, nds examinaremos efeitos especificos na propagacao

de ondas causadas pela dispersao.

D.1 Ondas lineares n3o-dispersivas

Imagine uma linha de transmissdo continua, como ilustrado na Fig.16(a), onde a voltagem
V(z,t) e a corrente i(z,t) que sao definidos como dependentes da distdncia = ao longo dos
condutores e do tempo ¢t. A linha é considerada sem perdas e aterrada, nestas condigoes
ela pode ser representada por um circuito elétrico equivalente como pode ser visto na Fig.
16(b), onde [ representa um densidade de indutdncia por unidade de comprimento e ¢ uma

densidade de capacitancia por unidade de comprimento.

(a) i(x) i(x+dx)
— —:b-

I |
T
v(x)T ! & 's T: v(x+dx)
L |
L ] ]
|
x+dx “
1

®) ldx

|
X
1
1

T

Figura 16 — (a): Esquema de uma linha de transmissdo continua, sem perdas e aterrada.
(b): E esquema de seu circuito elétrico equivalente (REMOISSENET, 1999).

A linha de transmissido sem perdas é um caso idealizado, pois na realidade sempre ha
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perdas devido a resisténcia dos fios condutores e a condutancia entre eles, essas pertubacoes
sao negligenciadas. Aplicando a lei de Kirchhoff, a diferenca entre as voltagens em x e

x + dx é dada por

V(z) = V(x+dr) =dx (((;(]I:, (D.1)

onde pela lei de indugao de Faraday, ® é fluxo magnético total por unidade de comprimento

entre os dois condutores que é dado por
b =1[i. (D.2)

No caso linear, a induténcia [ é independente da corrente i e das equagoes (D.1) e (D.2)

temos 5% Y
V(e) = V(e +de) = de o = du Za(f) (D.3)
A expressao do lado direito da equagio (D.3) pode ser reescrito como
gy 124 +d2) (D)

ot ’
como dx é muito pequeno podemos expandir o termo da corrente em termos de uma série

de Taylor
di(x)
Ox

A diferenca entre as correntes que passam em série, i(z) e i(z + dz) é igual a corrente,

i(x +dz) ~ i(z) + dx

T (D.5)

is = 0q/0t, onde q representa a carga elétrica por unidade de comprimento:
0
i(x) —i(x + dr) = dx a—z (D.6)
Quando a carga ¢, é uma funcao linear da voltagem e a capacitancia ¢ é independente da

voltagem temos que
q=cV, (D.7)

combinando as equagoes (D.7) e (D.6) podemos escrever a diferenga entre as correntes

CcOo1mo

oV (z)
ot

Expandindo a série de Taylor para a voltagem em (x + dz), semelhante a corrente em

i(x) —i(x +dr) =dxc

(D.8)

(x + dx), pode ser escrita como

oV (x)
ox

desta forma podemos reescrever a equagao (D.3) como

V(zx+dzx) = V(x) + dx

+o (D.9)

ox ot
oV (x) di(x)
dx o —dz 1 5
oV (z) Ji(x)

(D.10)
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Esta mesma simplificagdo podemos fazer com a expressao (D.8) em termos da expansao

de Taylor da corrente em (x + dz),

i(x) — [@(9&) + dei(x)l =dx c@V(x)

or ot
di(x) IV (x)
dx . —dz ¢ 5t
di(xr)  OV(x)
% o (D.11)

Desta maneira obtemos duas equagoes diferenciais para a voltagem V' (x) e para a corrente

oV (x) 0i(x) 0i(x) IV (x)
— 1 = —c—~. D.12
o ot oxr ot (D-12)
Derivando parcialmente a equagao diferencial para a voltagem V(x) em funcdo de x
obtemos P21 2;
7
— = —l— D.1
Ox? Oxot’ (D-13)
e derivando parcialmente a equacao diferencial para a corrente i(x) em funcao de ¢
0% 0?V
= —c——. D.14
oxot " or (D-14)
Combinando as equagoes (D.13) e (D.14) obtemos a equagao de onda linear
0V _ 0% L _COQV B ZCOQV
ox2 0zt oz )] ot
0*V  10%V 0?V , 02V
S Z 2 . D.15
otz Ic Oa? T o (D-15)

Esta equacao também é denominada “Equacao do telegrafista” e data do século XIX.
Uma equagao similar em termos da corrente também pode ser obtida se derivarmos as

equacaoes diferenciais (D.12) da voltagem V' (z) e i(z) em funcdo de ¢ e  respectivamente

Pi 1PV PV 1%

o2~ 1ozot’ otor  cox?

combinando essas duas equagoes obtemos a equagao de onda linear em termos da corrente

i)

(D.16)

1oV 1 10t _10%
otz 10xot 1 cox2)  lcOx2

2, 2, 2, 2,
0% 1 0% 0% 28220' (D.17)

a2 lcorz | o2 o
Como a corrente é facilmente mensuravel os resultados e discussoes experimentais sao
derivados dela. Na equacao de onda linear a quantidade vy é a velocidade de propagacao,
que depende da indutancia por unidade de comprimento [ e pela capacitancia por unidade

de comprimento ¢ e é definida como

(D.18)

2 _
UO_

1
Vie
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A equagao do telegrafista em termos da voltagem V' (z),

2V L0V
S~V =0, (D.19)

pode ser reescrita em termos de uma novas variaveis, X e 7T, onde
X=x—v,t, T = x + v,t, (D.20)

desta forma iremos mudar de coordenadas, (x,t) — (X,T'). Para obtermos a expressao
da equagao do telegrafista nessas novas variaveis precisamos primeiro obter as derivadas

parciais em X e T, tomando a derivada parcial em fun¢do de x temos

oV _(aVOX\  (avar\_ov  ov Do)
or \0X Ox or 0z ) 00X  OT '
Derivando novamente em x
oV _o (av)_ o (ov ovy_ o (ov
ox2  Odx \dxr ) Ox 8X oT 0X
NENEATNENCAL )
oT' \oX ) oxr 0T \oT
82V o*V o*V
92~ ox? ' axor + aT2 (D22)

Agora derivando em funcao de t temos

oV oV oT oV
af(m)@ﬁ*@ﬁ( ) (w‘w) (D-23)
Derivando novamente em t
PV _ 0 (V) 0V OVY_ 0 (V)T
o2 ot \ ot Yoar \or aX Yoor \ or
o [0V 0X 0 oV 0
Toro | o5 | 57 — Voreo
oX \oT | Ot 0X aX 8T
PV (a?v 0*V

o orz 26X8T aX2

Agora podemos retomar a equagao do telegrafista e substituir as derivadas parciais em x e

(D.24)

t pelas derivadas parciais nas novas variaveis, X e T

PV LV

o2~ Yo or2
0%V ) R +a2v B 92V 9 v +82V 0
012 0XoT  0X2 0X?2 oXoT = oT2)
PV 9V N a2v_a2v B 2821/ Lo o2V
or? 972 0X2 09X 0XoT = “0XOT
82
Yooxor
82
OXIT

— 402

=0
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Esta equacao pode ser imediatamente integrada para obtermos uma solucao geral, que ¢ a

soma das funcoes abritrarias f e g
v=f(X)+9(T) = f(z = vot) + g(x + vot), (D.25)

que corresponde a propagacao de ondas ao longo do eixo x em diregoes opostas, com

mesma velocidade.
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APENDICE E - Ondas linearmente

dispersivas

Alguns fenémenos dispersivos interessantes ocorrem quando a velocidade de fase e de
grupo dependem do seu nimero onda (ou comprimento de onda). Em especial, diferentes
componentes da onda viajam com velocidades diferentes ou uma dispersa da outra, veremos

com detalhes esse efeito.

E.1 Linhas de transmissao dispersiva

Agora iremos considerar ainda a linha de transmissao elétrica anterior com a adi¢ao de
um indutor /5 por unidade de comprimento, em paralelo com o capacitor ¢ como mostra a
Fig.17.

i Ldx i+di
L. 0
----- —= -
V(x) Jll — jzl 2 V(x+dx)
cdx dx

Figura 17 — Linha de transmissao elétrica dispersiva com uma indutancia [, em paralelo
com capacitor ¢ (REMOISSENET, 1999).

Com a adi¢ao de um indutor as equagoes de primeira ordem obtidas a partir da aplicacao da
lei de Kirchhoff, sdo alteradas quando comparada com as equagoes na linha de transmissao
elétrica anterior, para a voltagem V()
oV o1
— ==, (E.1)
Ox ot
e para a corrente i(x) é a soma das correntes, j; e jo que passam tanto no capacitor ¢
como no indutor [, respectivamente,
i
— = —(J1 + J2). E.2
or (]1 ]2) ( )

A corrente j; que passa pelo capacitor ¢ combinada com a equagao (D.7) obtemos

. Jq oV
J1 ot dx c o dz, (E.3)
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e da definicao da tens@o em um indutor linear, temos matematicamente

00 _ b 0jy

V= ot dx Ot

(E.4)

Aplicando a lei de Kirchhoff para uma linha de transmissao elétrica dispersiva como

ilustrado na Fig.17, temos as seguintes equagoes diferenciais para a voltagem V' (x),

V(z)—V(x +dzr) =dx lgz
ov(xz)| i
V(m)—lV( )+d p ] —d:cl&
ov(x) di
—dx . dz l&
oV (x) di
=—l= E.
Ox ot (E-5)
e para corrente i(x) temos a seguinte expressao
: : 0 S
i(@) —ile + da) = 53 = (ji + ja)
: : di L
i(x) — [z(x) + dx Za(j)] = (j1 + Jjo)
0i S
—dzx Za(;) = (J1 + Jo)
N (i)
i(x) —i(x +dx) = B
Tomando a derivada em fungao de x para a equagio diferencial da voltagem V(x)
0*V 0 (00 0%
=) == . E.
Ox? Ox <8t> Ox0t (E-6)

Retomando as equagoes para a corrente j; que passa no capacitor ¢ e a tensao no indutor

lo
) ov ly Ojo 0ja dx
A 2% 02 _ 0 E.
= —egpde, V=wa "o (E.7)

podemos escrever a derivada de segunda ordem em x e em t da corrente ¢ como

0% 8<8i>_ d (j1+ j2)

T ot dx

i L1 [_ 9 (VY , | Ok
ozor ~ dr| ‘ot\ ot )T o

0% 1 < *V d:v)

dzdt — ot \ox ot

orot  dr

0% 2V Vv
_ Y E.
orot ‘o 1 (E.8)
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Combinando as equagoes (E.5) e (E.8) obtemos a equagao de onda para uma linha de

transmissao de linha elétrica dispersiva

ov _ i
ox ot
Lov vV v
“lor T o 1,
1ov 0%V n %
le Ox ot2  lye

0*V 1 0V 1

o de or et Y
~ ~~
v3 w?
W —/I)Ow‘f‘(x}ov:o. (Eg)
As grandezas velocidade de propagagao (vg) e (w,) sao definidas como:
1 1
(g p— w?= (E.10)

0 \/l_c ) 0 /—l2c'
A equacao de segunda ordem obtida é denominada equacao de Klein-Gordon e é dis-

persiva. De fato podemos mostrar que ela é dispersiva, assumindo que a voltagem é uma

funcao senoidal:

V(x,t) =V, cos(kx — wt) = Re[e!**=+1)] (E.11)
inserindo (E.11) em (E.9), temos a relacao de dispersao,
82678(]:;_“’“ — Ug 82622‘”2_‘“) + wgej(kac—wt) -0 (E.12)
_W P lmet) |22 pilkewt) 2 citke—at) _ (E.13)
—? KR+ wi=0 (E.14)
wik) = Juw? + k202 (E.15)

A relagao de dispersao representada na Fig.18, para um k£ > 0 como pode se observar na
representacao. Para k = 0 isso implica em w = w,, essa seria a frequéncia de corte - onde

acima dessa frequéncia ha propagacao.

A velocidade de fase é definida como

\Jw? + k202
v(k) = WV T e (E.16)

k k ’
daqui concluimos que ha dispersao, ja que a velocidade depende do niimero de onda k, como
qualquer pertubacao de acordo com o Teorema de Fourier pode ser decomposta em uma
soma de senos e cossenos de diferentes comprimento de onda e velocidades, isso significa
que para cada componente que compoe o pulso de onda viajara com uma velocidade e logo
ao longo do tempo irao se dispersar uma em relagao a outra. Na Fig.19 esta representada

a dispersao de um pulso de onda ao longo do tempo.



74 APENDICE E. Ondas linearmente dispersivas

3.0+

25

20+

151

10—

1 L L Lk
0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 18 — Representacao da relacao de dispersao para k£ > 0.

Figura 19 — Esquema de um pulso de onda que ao longo de sua propagacao ocorre dispersao.

E.2 Linhas de transmissao discreta

Agora iremos considerar uma linha de transmissao elétrica discreta, isto é, uma rede
elétrica que é montada com componentes idénticos: indutores lineares L e capacitores
lineares C', como pode ser visto na Fig. 20. Esta rede elétrica, com um ntimero grande N

de sec¢oes idénticas, é analoga a uma rede unidimensional de atomos.

In In+1-
—mm——m——mmIm—
] - Cca= —
V-1 Vo T

Figura 20 — Esquema de uma linha de transmissao elétrica discreta, [1].

Algumas aproximagoes sao necessarias, a primeira é desconsiderar a pequena dissipacao

da voltagem e a falta de inomogeneidade introduzida pelos componentes. Sendo I,,(¢)
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a corrente que atravessa o n-ésimo indutor e V,(¢) a voltagem que atravessa o n-ésimo

capacitor, pela lei de Kirchhoff obtemos:

dd d
n In _ In—l . Qn

Vo =Vin ===, T

(E.17)

onde o fluxo magnético total na n-ésima célula é ®,, e a carga total que passa na n-ésima

célula é @), sao:

®, = LI, , Qn = CV,. (E.18)

Combinando as equagoes (E.17) com (E.18) temos pela lei de Kirchhoff para uma unidade

de secdo LC' as seguintes expressoes,

dl,
Vi1 — V= L—, E.19
1 = (E.19)
dv,
I, — I, =C—". E.20
+1 pn (E.20)
Desenvolvendo a equagao (E.19) para n + 1,
drl,
Vi1 = Vo= L—
' dt
drl,
Vinst1 = Vi = L=75
dIn—‘rl
Vi—=Vai1=1L . E.21
1 o (E.21)
Por outro lado desenvolvendo a equagao (F.20) paran — 1,
dv,
Iy~ Iy =C—"
i dt
dv,_
Iy — [(n,1)+1 =C dt :
AV, 1
I, ,—1,=C : E.22
1 & (£.22)
Subtraindo a equagao (E.21) pela equacgao (E.20),
dVy,_1 dv,
Ina—1,—(,—I,1)=C -C
! ( +1) dt dt
AV, v,
I,1—2,+1,.,=C -C
! T ieh [ dt dt ]
d
In—l - 2171 + ]n—i-l = C@ [Vn—l - OVn]
d | _dI
Inoi—2I,+ 1, =C— |L—=
' T = [ dt ]
d*I
I, —2I,+ I, =LC—". E.23
1 + Lnt1 P (£.23)
E subtraindo as equagoes (E.20) e (E.22) temos,
dr, drl,
Vot = Vi = [Viy = Via] = L—2 — =2

dt dt
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dl. dl
Vo1 — 2V + Vi = L [ n_ ”“]

At dt

d
Vn—l - 2Vn + Vn+1 =L— [[n - dIn-H]

dt
d dv,,
n—1 — 2 n n =L— Y,
Vit — 2V 4 Vi (ﬁFdJ
d?V,

Vn,1 - 2Vn + Vn+1 = LC (E24)

dt? -
Agora considerando que a seguinte solucdo harmonica para a equacao diferencial para

voltagem discreta,
Vo(t) = V, Re[ed 1=K (E.25)

com amplitude V,. Assumindo expressoes similares para V,,.1(t) e V,_1(t), que terdo

respectivamente, K, e K,,_; ao invés de K,, na exponencial,

Vo1 (t) =V, Re[ed@i-KntE)] Vi1 (t) =V, Re[e? @t Kn=K)], (E.26)

Na expressao da exponencial n assume o lugar de unidade de comprimento, n = £, onde

5
§ << 1, para indicar o comprimento de uma célula. E (£) = (2£) = k, onde o comprimento
de onda A, é expressado em termos de unidades de células e a velocidade como unidades

de células por segundo.

Substituindo as equagoes (E.25) e (E.26) em (E.24),

2 j(wt—Kn
d2ei : _ &[ej(wt—Kn—K) _ 9eitKn) | (et KntK)]
o dt LC
—JK JK _ 9
. Zé . (E.27)

Introducdo w. = 2(LC)~/2, obtemos a relacao de dispersao pra modos dispersivos ou

ondas que possam ser propagadas pela rede elétrica:

s 2cos(K)—2

—wW° =

LC
a2 B K., cos(k) —1
w —LC[COS(K) 1], sen(2)—j: —
W= w,|sen (g)‘ (E.28)

A velocidade de fase depende no modo considerado é dado por,

sen ([2() ‘ . (E.29)

w We

VB =%=%

E a velocidade de grupo V, ¢ diferente da velocidade de fase e é dado por

<K> iz _ we 05 (I;’)‘ : (E.30)

dw We

%(K)_d?_? sen

2

dK 2
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Em +7 a velocidade de fase V(K) é maxima enquanto que a velocidade de grupo é
zero. Neste caso ao contrario da linha anteriormente analisada, cuja a linha é continua,
a dispersao ¢é espacial, que surge a partir do fato da linha ser discreta com secoes LC

repetidas.
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APENDICE F - Ondas n3o-lineares

A linha de transmissao elétrica que analisaremos agora representada na Fig.21, onde
a amplitude da corrente e da tensao sao altas e com isso os efeitos da nao-linearidade
devem ser levados em conta. Mas em geral esses efeitos sdo muitos pequenos para serem

observados.

Figura 21 — Circuito elétrico nao-linear equivalente a uma linha de transmissao com
capacitancia e indutancia nao-linear por unidade de comprimento dx (RE-

MOISSENET, 1999).

Para darmos conta de observarmos esses efeitos é preferivel adicionar elementos nao-lineares
na construcao de uma linha de transmissao elétrica, como capacitancias dependente da
tensdao aplicada e indutancias dependente da corrente. Para simplificar nossa anélise
usaremos uma linha de transmissao em que a indutadncia por unidade de comprimento [ é

independente da corrente ¢ e a capacitancia por unidade ¢ depende da tensao V.

Seguindo a mesma analise que fizemos com todas a linhas de transmissao até o mo-
mento, temos ao aplicarmos a lei de Kirchhoff para uma célula de comprimento dx as

seguintes equacgoes diferenciais de primeira ordem,

oV 01
0i ov

Para um elemento de capacitancia dependente de uma dada voltagem V', que essa relacao

possa ser escrita como uma fungao polinomial
C(V) ~ Co(]- + alV + 6L2V2 + (13V3 + —I—), (F3>

Para uma tensao pequena podemos escrever a aproximagao apenas pelos dois primeiros
termos,

c(V) = c,(1+a1V) = c,(1 —2bV), (F.4)
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onde b é coeficiente nao-linear. Admitindo como solu¢ao uma voltagem senoidal,
V = A cos(wt — kzx). (F.5)

Aplicando a solugao na expressao (F.2),

i

a—Z = Ac,w sen(wt — kx) — A*be, sen[2(wt — k)] (F.6)
x

de onde surge uma segunda harmonica, isto é, o primeiro efeito da nao-linearidade ¢é criar

harmonicas.

Resgatando da nossa analise sobre ondas lineares nao-dispersivas, a velocidade de propa-

gagao (D.18) é,
vy = ! ~ (1), (F.7)
Vie(V)  Jlco(1—2bV) o

Retomando as equagoes diferenciais e diferenciando (F.1) em relagdo a x e (F.2) em relagao
t,

l

0?V 0% 0% 0 ov
7 = lozot ocot 0t [c(v)ﬁt] ' (F8)
Combinando as equagoes (F.8) e (F.4) obtemos a equacao de segunda ordem nao-linear,
0V 0*V 0*V
81‘2 - lCO 8t2 + lCobW == 0, (Fg)

que é a combinacao da equacgao de onda livre mais um termo nao-linear. Observando
a expressao (F.7) espera-se que a equagao diferencial de segunda ordem nao-linear que

obtemos descreve a dinamica de uma onda que cuja a velocidade depende da tensao.

Qualitativamente um pulso de onda de tensao que se propaga pela linha de transmissao
nao-linear, viaje com diferentes velocidades para diferentes amplitudes do pulso, ou seja, a
crista viaja com maior velocidade que a base, gerando descontinuidade, esta é outro efeito

importante gerado pela nao-linearidade.
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APENDICE G - Ondas em uma linha

dispersiva e nao-linear

Depois de analisarmos linhas de transmissao onde aparecem dispersao e nao-linearidade iso-
ladas, iremos agora considerar uma linha de transmissao discreta, de indutancia por unidade
de comprimento [ independente da corrente e capacitancia por unidade de comprimento

¢(V,,) em funcao da tensao V', como ilustra a Fig.22.

X x+dx
i B@dx
A= c(v)dx 1
] [}
& | S
—_—

Figura 22 — Esquema de um circuito com indutéancia linear [ e capacitancia nao-linear

C(V,) (REMOISSENET, 1999).

A capacitancia C(V,,) ndo-linear em fungao da tensao V,, é dada por

C(V,) = dQ;‘g”) (G.1)

onde Q,(V,,) é a carga armazenada no n-ésimo capacitor. A indutincia é independente da
corrente e é continua sendo expressa como, d®,, = ldI,. Seguindo a sistematica de anélise

empregada no tépico sobre uma linha discreta dispersiva, obtemos a seguinte equacao:

2Q, d av,] 1
dt2 — % [C(Vn)cﬁ‘| - 7(Vn+1 + Vn—l - 2Vn) ) n = 17 2a 37 (G2)

que combinada com a aproximagao polinomial para capacitancia em (F.4) obtemos a

seguinte expressao,

&2V, 2V
lCOW — lCob di2

essa equacao discreta nao-linear nao possui solucao analitica, mas pode ser obtida por

= (Vn—i-l + Vn—l — 2Vn) s n = 1, 2, 3, (GS)

métodos numéricos. Temos assim uma solucao aproximada num limite continuo e x = nd,

827‘/_ 2\ oV [ ot o +b32V2
ot? or2  \12lc, ) Ox* otz

(G.4)

le,

A equagao (G.4) descreve no seu lado esquerdo da igualdade um termo igual a equagao de

onda livre e do lado direito da igualdade a soma de uma termo dispersivo com um termo
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nao-linear. A dispersao se deve ao fato da linha ser discreta e causa um alargamento da
base do pulso de onda e consequentemente a diminuicao da amplitude. E a nao-linearidade
devido a capacitancia nao-linear encurta a base do pulso de onda e aumenta a amplitude.
A combinacao desses dois efeitos se balanceia, produzem solitons, pulsos de onda que se

propagem velocidade e perfil constante.
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APENDICE H - Equacio diferencial do

fluxon

Aplicando a lei de Kirchhoff no circuito equivalente da juncao Josephson longa, como

ilustra a Fig.10 obtemos as seguintes equagoes diferenciais,

ov 0i
87 —_— _l§7 (H-]_)
i ov
Fr v Joseng, (H.2)
0P
il H.
5 =V (H.3)
Derivando (H.3) em relagdo em z e combinando com (H.1) temos
J (0D o) i

Tomando a derivada em relacao a = da equagao (H.4) e combinando com a equagao (H.2)

0? (8@) B lc? (82)
ox2 \ ot Ox \ Ot
0 (82<I>> B la (8@)
ot \ 0x? ot \ Ox

2
0 (3 (I)> = 9 (lcé)v +1 Jcsengé)

obtemos

ot\ox2) ot \ ot
gt (gg) = gt (lca;tg) +1 Jcsengb)
./gt @2;2)) dt = /gt (lc?;g n Jcsen¢> dt
g:g +C = lcﬁ;;b + 1 Joseng + Cy
?ﬁ—lcéggf—lJcsen¢+Cl—Cg =0
Z:I: — lc((;g) — [ Joseng =0 (H.5)

A equacao (H.5) é a equagado do diferencial em termos do fluxo magnético, que esté
relacionado com a fase quantica dos pares de Cooper pela equagao (3.8), portanto podemos

reescrever a equagao em termos da fase,

21 0% 21 0%¢
“n B Pl =
B, 02 C(I)o BTe Joseng =0
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27 82¢ 21 0%
e e
oo~ dyonr IO

o " leon?  on 1705
0%¢ , 0%
o2 = Cigp Y w3 Joseng
82 2
atf— jaf%—wJJcse?w—O (H.6)

onde ¢; é a velocidade de onda linear e w; a frequéncia de plasma Josephson. A equacao

(H.6) é a equacao de Sine-Gordon.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Resumo
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Sólitons
	Fenômenos Ondulatórios
	Ondas unidimensionais
	Ondas progressivas
	Ondas harmônicas
	Equação de onda unidimensional

	Dispersão, dissipação e não-linearidade

	Sólitons
	Sóliton mecânico
	Amplitudes pequenas
	Amplitudes grandes
	Contração de Lorentz de um sóliton kink
	Energia de um kink



	Supercondutividade
	Supercondutividade
	Junção Josephson
	Junção Josephson curta
	Junção Josephson longa



	Conclusão
	Referências
	Apêndices
	Outras soluções para a equação de Sine-Gordon
	Solução sóliton kink
	Solução kink-kink
	Solução sóliton breather

	Cálculo de energia de um sóliton kink
	Equações básicas de Josephson
	Ondas lineares em linhas de transmissão elétrica
	Ondas lineares não-dispersivas

	Ondas linearmente dispersivas
	Linhas de transmissão dispersiva
	Linhas de transmissão discreta

	Ondas não-lineares
	Ondas em uma linha dispersiva e não-linear
	Equação diferencial do fluxon


