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RESUMO

Para uma compreensdo gradual do confinamento tridimensional quantico dos
éxcitons em um Ponto Quantico, foram abordados alguns fundamentos tedricos da
mecénica quantica abrangendo sistemas confinados. Estudamos a teoria de bandas
direcionada a um soélido bulk. Além disso, realizamos uma revisdo das caracteristicas
gerais dos materiais semicondutores. Outro ponto importante refere-se ao atomo de
hidrogénio que fora estudado com o intuito de demonstrar que os éxcitons tém um
comportamento semelhante, cujos niveis energéticos dos portadores também séo
quantizados. Os aspectos tedricos dos Pontos Quanticos sdo avaliados atraves de
métodos numéricos ou de métodos aproximativos, como o método variacional, que
configura o problema como um “4tomo de hidrogénio confinado” e baseado no modelo

particula na caixa correspondente ao pogo de potencial infinito.



INTRODUCAO

Descobertos em 1980, os Pontos Quanticos (Quantum Dots, QDs) tém sido
intensivamente estudados tanto experimentalmente quanto teoricamente, [1]. Em suma,
0s QDs sdo cristais semicondutores com dimens@es reduzidas para valores da ordem de
nandmetros, considerados menores que o raio de Bohr r;, do semicondutor bulk (o termo
bulk refere-se a um cristal macroscopico em que ndo ocorre o confinamento dos
portadores de carga). Geralmente, seus didmetros variam entre 2 a 10 nm. Nesta escala,
0s QDs se comportam como um poco de potencial, pois apresentam o confinamento
tridimensional de elétrons, lacunas e éxcitons®. Com base nestas definicdes gerais
poderemos compreender questionamentos como: por que 0S pontos quanticos sdo
promissores ou de que modo suas caracteristicas peculiares culminam em novas

aplicaces tecnoldgicas?

Abaixo de um certo limiar as propriedades de um material passam a ser alteradas
concomitantemente com a manipulagio de seu tamanho fisico. A medida que o cristal ¢
reduzido a concentracdo de atomos na superficie em relacdo ao volume aumenta. De
modo que, os defeitos superficiais, originados por ligagdes incompletas, afetam

significativamente as propriedades Opticas do cristal semicondutor.

O comportamento dos QDs € descrito como um sistema intermediario entre 0s
atomos e um solido bulk. Um semicondutor bulk exibe um arranjo composto por um
grande numero de &tomos organizados periodicamente, no qual os niveis energéticos
por estarem muito préximos, acabam se sobrepondo uns aos outros, formando bandas
de energia. No caso dos QDs, o confinamento quantico restringe a movimentacao de
elétrons, lacunas e éxcitons ao interior da sua prépria estrutura. Isto faz com que a
energia cinética destes portadores de carga aumente significativamente. Além disso,

resulta na quantizagédo da energia, alterando a densidade de estados.

A singularidade dos Pontos Quanticos, exposta como consequéncia do

confinamento quantico, é caracterizada pela possibilidade de controlar o comprimento

1 . , . , . , ~
Classifica-se como éxciton o par elétron-lacuna que permanece ligado através de uma atragao
Coulombiana.



de onda dos picos de absorcdo e de emissdo de acordo com a manipulacdo do seu
tamanho, onde hd uma dependéncia do band gap com o tamanho das nanoestruturas.
Em outras palavras, diferentes cores do espectro visivel podem ser obtidas por um
mesmo material, migrando do vermelho para o azul a medida que é reduzido, conforme
Figura 1. E importante destacar que nos cristais do tipo bulk, as propriedades no estdo

relacionadas com suas dimens@es, mas sim com a composi¢ao quimica.

A érea de pesquisa e desenvolvimento tecnoldgico dos QDs € muito extensa e
interdisciplinar. Na biologia, por exemplo, os Pontos Quanticos coloidais podem ser
usados na producgdo de biossensores. Sua utilizagdo ganha destaque em relagdo aos
corantes organicos por apresentarem quase nenhuma fotodegradacdo. Outra
caracteristica importante € que para excitar dois corantes diferentes é necessario,
usualmente, utilizar duas fontes de laser diferentes. No caso dos QDs, € utilizada apenas
uma fonte de excitacdo para excitar diferentes QDs, [2]. Outra aplicacdo é direcionada a
producdo de LEDs. Com a utilizagdo dessas nanoparticulas modificadas é possivel, por
exemplo, produzir aparelhos de televisdo capazes de gerar mais luz com menor
consumo de eletricidade e melhor resolucdo de cor (devido a estreita banda de emisséo

luminosa de cada nanoparticula), [3].

Entretanto, nota-se que apesar das 6timas propriedades apresentadas por esses
materiais, ainda sdo necessarios esforcos para minimizar um importante fator limitante
correspondente & baixa eficiéncia de luminescéncia®. Isso decorre de um fendmeno
quéntico denominado “efeito Auger”, neste caso, quando ha o decaimento de um elétron
a energia excedente ao inves de ser liberada para 0 meio com a emissao de um foton,
proporcionando o efeito de fluorescéncia, é transferida para outro elétron em forma de

energia cinética, [3].

2 . N . , -~ N . . . ,
Luminescéncia é a emissdo de luz por uma substancia quando submetida a algum tipo de estimulo
como luz.



CAPITULO 1

1.1 EQUACAO DE SCHRODINGER

A equacdo de Schrodinger € uma equacdo diferencial linear que permite
encontrar a funcdo de onda y(x) que fornece informacdes sobre o estado de uma
particula®, desde que se conheca a energia potencial V(xt) no qual a particula esta
submetida.

Para obter a funcdo de onda que representa adequadamente o estado de uma
particula, a equacdo de Schrddinger deve ser consistente com o postulado de Louis de
Broglie, cuja esséncia constitui-se no principio de dualidade onda-particula®. De modo
que, a energia total E da particula, caracterizada pelo comportamento de propagacao de

onda, € expressa por:
=hw (1.1.0

onde h representa a constante de Planck; # = h/2m; ¢/A equivale a frequéncia de onda
v; w = 2mv; 1 € o comprimento de onda da matéria correspondente ao comprimento de

onda de de Broglie dado por A = h/p.

Por outro lado, a energia total E associada a uma particula de massa m é

composta pela soma das contribui¢des cinética e potencial, ou seja,
p2
E=24+v (1.1.1)
m

onde p?/2m representa a energia cinética; p é o momento linear da particula

correspondente ao produto mv; V ¢ a energia potencial da particula.

A expressao “estado de uma particula” refere-se ao estado quantico de uma particula descrito
pela uma fungao de onda, solu¢do da Equagao de Schrodinger.

4Analogamente ao comportamento dual da luz, particulas podem apresentar comportamento
ondulatdrio, descrito pela Mecénica Quantica.



Assim, igualando as equacdes (1.1.0) e (1.1.1) e multiplicando ambos os lados

pela funcdo de onda ¥ (x, t), obtem-se a expressao:

%l/’(x, O+ V- plxt) = hw-P(x,t) (1.1.2)

O operador matematico p2y(x,t)é determinado a partir da funcdo de onda
correspondente a equagéo (1.1.3), cuja derivada de segunda ordem retorna ao valor do

operador
P(x, t) = Ae ¥ (1.1.3)

onde A representa a amplitude da onda; k = p/h.

P2, t) = —h2 L (L.1.4)

dx?

Ja, o operador aw - Y (x, t) é determinado a partir da derivada de primeira ordem
hw - (x, t) = ih S (1.1.5)

Substituindo os operadores na equacdo (1.1.2) define-se a equagdo de

Schrédinger, expressa por

h a2P(xt)

T 2m  dx?

+ VP, t) = in D (1.1.6)

De um modo geral, a manipulacdo da equacdo de Schrodinger independente do
tempo torna-se mais simples pelo fato de utilizar apenas a variavel espacial x:
h? d?y

——— 4+ VY (x) = EY(x) (1.1.7)

2m dx?

A funcdo de onda 1 (x) é uma funcdo continua e, sempre que o potencial Vi (x)

for finito, a derivada também sera continua.
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1.2 POCO DE POTENCIAL INFINITO

O modelo “particula numa caixa”, correspondente ao poco infinito, possui um
perfil potencial com valor V, considerado infinito. Sendo este valor muito elevado, a
particula permanece confinada na regido compreendida entre 0 < x < L (conforme

Figura 1), onde a probabilidade de encontra-la fora do pogo é praticamente nula.

i Vix)
|

| I1 I1I

Figura 1: Potencial de uma particula presa numa caixa de largura L e altura

infinita.

Embora “presa”, a particula é considerada livre dentro do poco de confinamento,

isso ocorre porque a forca F(x) que atua sobre ela possui um valor constante.

Flx) = — %V(x, t) (1.2.1)

Atraveés da equacdo (1.2.1) nota-se que, se a energia potencial V (x, t) for uma
constante da-se que a sua derivada espacial torna-se igual a zero, caracterizando uma
particula livre. Para simplificacdo dos calculos assume-se o valor de V (x, t) como zero.

Assim, a equacdo de Schroédinger € modelada do seguinte modo:

L GO iy YO (1.2.2)

2m  dx?
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A funcéo solucdo da equacdo de Schrodinger independente do tempo é Y(x) =
Ae™* + Be~™* No entanto, sera reescrita de outra forma equivalente para simplificar

os calculos:
Y(x) = Asen kx + B cos kx (1.2.3)
Substituindo ¥ (x) na equacdo (1.2.2) obtém-se

W2 K2
2m

E =

(1.2.4)

2mE
onde k = %

Nota-se através da equacdo (1.2.4) que a energia E fora parcialmente encontrada,
pois ainda resta determinar o valor correspondente de k, assim como as constantes A e
B . Dessa forma, € necessario impor as condicdes de contorno para modelar o

confinamento, garantindo que em x = 0 e x = L a funcdo de onda seré nula, ou seja,
P(0) =0 (1.2.5)
Y(L) =0 (1.2.6)
Fazendo as devidas substituicdes, tem-se que

B=0 (1.2.7)

k=22 (1.2.8)

Para determinar A é necessario impor a condicdo de normalizacdo, onde a
integral da densidade de probabilidade da funcdo de onda sobre todo o eixo x deve ser
igual a 1. Isso significa afirmar que a probabilidade da particula estar em algum ponto

doeixox é 1, [4].

fOLz,l)z,l)*dV = fOLAzsenz(kx)dx =1 (1.2.9)
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Como resultado da normalizacéo:
A= [= (1.2.10)

Portanto, a solugdo para o poco infinito é:

Y(x) = \/%sen (nL—nx) (1.2.11)

onden =1,2,3 ...

Na qual, chega-se a energia E de uma particula confinada em um poco infinito

com largura L, expressa por:

#? n2m?

T 2m 12

(1.2.12)

O espectro de energias € dado por um numero infinito de niveis discretos de

energia, cujos valores de energia dos estados aumentam de forma quadratica com o

valor de n, conforme ilustrado na Figura 2.

E
n=4
n=3
n=2
n=1
0 L X

Figura 2: Os quatro primeiros niveis de energia de um poco de potencial infinito.

O sistema “particula numa caixa” ¢ um modelo unidimensional que estabelece a

energia E associada a uma particula confinada em um semicondutor bulk com largura L.
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Sua esséncia caracteriza o estudo dos Pontos Quéanticos, que embora seja um sistema de
confinamento tridimensional, apresenta caracteristicas analogas, pois a propria estrutura
de um Ponto Quéntico é considerada como um pogo de potencial infinito capaz de

confinar os éxcitons.

1.3 TEORIA DE BANDA

Quando ndo ha o confinamento quantico dos portadores de carga considera-se o
cristal um solido do tipo bulk, os estados eletrénicos destes cristais podem ser descritos
qualitativamente através do modelo de Kronig-Penney. Neste modelo, considera-se que
0s nucleos atbmicos sdo fixos, com posi¢bes conhecidas na rede cristalina, na qual se
observa o comportamento de um Unico elétron, sendo todos os outros considerados

parte integrante dos ions que criam o potencial periodico.

O modelo de Kronig-Penney é um modelo simplificado de um elétron numa rede
periddica de potencial em uma dimenséo, que representa as interacdes dos elétrons com
os ions da rede. O potencial é uma barreira quadrada periddica de magnitude V,,
conforme Figura 3. Os resultados sdo bastante satisfatorios, pois permitem compreender
a origem da teoria de bandas e porque os materiais sdo classificados como: isolantes,

semicondutores ou condutores (metais).

Va

-b 0 a a+b X

Figura 3: Potencial periddico visto por um elétron na rede cristalina.
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A funcdo de onda utilizada pelo modelo de Kronig-Penney é uma fungéo
periddica. Os elétrons, ao se aproximarem, podem interagir com o0s ions da rede
cristalina, sendo espalhados atraves da reflexdo de Bragg. Segundo o Teorema de
Bloch, a funcéo de onda que é solucéo da equacgéo de Schrodinger quando o potencial é

periodico pode ser escrita em termos de uma funcéo periddica u(x) e de uma fase,

P(x) = e™u(x)

a periodicidade altera a autofuncdo da particula livre de tal forma que ela tenha uma
amplitude varidvel em fungdo da periodicidade T, correspondente & “a+b ”,

representada por:
Y(x +a+b) =u(x) e ikath (1.3.1)
onde k & o nimero de onda de Bloch.

Sera considerado o comportamento de um Unico elétron com energia cinética E
maior que a energia potencial, ou seja, (E > V,). Ao resolver a equacéo de Schrodinger
para 0 modelo de Kronig-Penney obtém-se a energia E dada em termos dos parametros
da rede cristalina, considerando-se condi¢des periddicas de contorno (veja o

desenvolvimento detalhado no apéndice A):

2
_B Eaz senoa - senfb + cosaa - cosfb = cosk(a + b) (1.3.2)
onde o = Z?Eeﬁz—vzm(:_m.

Nota-se que o primeiro membro da igualdade relaciona-se com a energia E
através de a e B e que o segundo membro é dependente de k. Assim, a energia E esta
limitada pelo argumento da funcdo cosseno k(a + b) que permite apenas valores de

energia compreendidos entre -1 e +1, conforme Figura 4.



15

Figura 4: O argumento da funcéo k(a + b) impde que os valores permitidos de energia
somente estdo compreendidos entre -1 e 1. Nota-se que o0s intervalos de energia permitidos estao

destacados em vermelho.

Ao aproximar um grande nimero de &tomos organizados periodicamente 0s
niveis energéticos, por estarem muito préximos, acabam se sobrepondo uns aos outros,
de maneira que considera-se esta aproximacdo como uma faixa continua e finita de
energia denominada banda permitida. Do mesmo modo o agrupamento dos niveis
energéticos cujos valores ndo satisfazem a funcéo cosseno k(a + b) menor que 1 formam
as bandas proibidas, regido em que portadores de carga, ndo originados de impurezas,
ndo tendem a possuir niveis de energia compativeis com as das regides de gap, ao se
aproximarem os elétrons sdo espalhados pela reflexdo de Bragg. A largura das bandas
varia de acordo com as propriedades de cada material, caracterizando a sua

condutibilidade.

Os materiais sdo classificados como condutores quando ha sobreposicéo entre as
bandas. A diferenca entre um semicondutor e um isolante esta diretamente relacionada
ao valor da energia de gap, energia necessaria para excitar um elétron da banda de
valéncia para a banda de condugdo. Os isolantes tém um gap relativamente elevado,
fazendo com que seja praticamente impossivel a passagem de elétrons para a banda de
condugdo. Ja os semicondutores apresentam condutividade elétrica intermediaria entre

condutores e isolantes.
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A

Banda de
condugao

o

]

()

G Banda de
valéncia

Condutor Semicondutor Isolante

Figura 5: Agrupamento dos niveis energéticos, formando as bandas permitidas e

proibidas dos materiais isolantes, semicondutores e condutores, respectivamente.

Existem duas classificagdes para os materiais semicondutores. A primeira refere-
se aos semicondutores intrinsecos, onde a condutividade é limitada em funcdo da
temperatura e do valor da energia gap. Neste caso, ocorre 0 processo de geracao térmica
de portadores, originado pelo acréscimo na temperatura (T > OK). Assim, sempre que
um elétron for excitado para a banda de conducdo, através da energia gap
correspondente (fornecida pela incidéncia de um fdton na rede, por exemplo), deixara
em seu lugar um estado vazio, denominado lacuna, de modo que os portadores sempre

serdo criados em pares.

A segunda classe refere-se aos semicondutores extrinsecos, em que a
condutividade elétrica é alterada de forma controlada e proposital pela inser¢do de
impurezas em um semicondutor intrinseco. Por sua vez, os semicondutores extrinsecos
s&o subdivididos em dois tipos: Tipo p e Tipo n. Ambos séo classificados em fungéo do
elemento dopante.

A formacgdo de um semicondutor do Tipo n ocorre quando uma impureza
pentavalente é adicionada a rede cristalina. Por utilizar apenas quatro elétrons para
formar as ligagbes covalentes com os dtomos de silicio, 0 quinto elétron possui uma
baixa energia de ligacdo, tornando-se mais vulnerdvel e, consequentemente,

promovendo os elétrons como portadores majoritarios. Um dos elementos pentavalente
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mais utilizado é o fésforo (P), sendo, neste caso, denominado de impureza doadora (de
elétrons). No caso dos semicondutores Tipo p, quando uma impureza trivalente é
adicionada, uma lacuna € gerada. Isso ocorre porque 0 nimero de elétrons torna-se
insuficiente para completar as quatro ligacGes covalentes com os atomos de silicio. Esta
impureza é conhecida como aceitadora (de elétrons), onde os portadores majoritarios do

material serdo as lacunas. O Boro (B) é um dos elementos trivalente mais utilizado.

1.4 MASSA EFETIVA

O conceito de massa efetiva m* é um termo ficticio criado para refletir a
interacdo dos elétrons com o potencial periddico proveniente da rede cristalina, cuja

acdo pode acelera-los ou retarda-los.

Esta descricdo fornece informacdes relacionadas ao movimento dos elétrons e
lacunas submetidos aos efeitos originados pela aplicacdo de um campo elétrico, onde 0s
fendmenos microscopicos, como as sucessivas colisdes dos portadores na rede

cristalina, ndo sdo considerados.

A massa efetiva para um elétron é determinada pela expressao.

* h?

me = dzE—/dkz (141)

Nota-se que a equacdo (1.4.1) estabelece um reajuste na massa do elétron de
acordo com a dependéncia da energia E com o vetor de onda k, (veja o desenvolvimento

detalhado desta equacdo no apéndice B).

A lacuna comporta-se como se fosse uma particula de carga positiva e massa
positiva, cuja variacdo de k, no tempo ocorre em sentido contrario ao observado para 0s
elétrons. Sua existéncia decorre do movimento do elétron em uma certa direcdo, ao
deixar uma lacuna (vacancia) na banda de valéncia para ocupar outro estado. Portanto,
para calcular a massa efetiva da lacuna a forca elétrica aplicada sobre a mesma deve
apontar para o sentido de seu deslocamento, de maneira que F = eE. Isso implica que o

momentum p,. da lacuna deve ser negativo, ou seja,
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dky
eE = —h=Xx (1.4.2)

Ap0s substituir o momentum em F, segue-se 0 desenvolvimento andlogo ao que

foi feito para os elétrons encontrado no Apéndice B. Como resultado, a massa efetiva
das lacunas seré dada pela expresséo,

hZ

*
my = —————
h d2E/dk?

(1.4.3)

O sinal negativo corresponde ao fato de que a banda de valéncia E(k) pode ser
aproximada por uma pardbola com concavidade voltada para baixo. Analogamente, a
equacdo 1.4.1 é coerente com o fato de que a pardbola que descreve a relacdo de
dispersdo E(k) proxima de k=0 tem sua concavidade voltada para cima.

1.5 ATOMO DE HIDROGENIO

Segundo o modelo de Bohr o elétron gira em torno do nicleo em uma Orbita
circular. Em cada nivel permitido, o elétron ter4 uma energia E constante, de acordo
com o valor de n. Mas tratando-se o a&omo de Hidrogénio através da Mecénica
Quantica, define-se orbital como a regido do espaco ao redor do nucleo (eletrosfera)
onde existe a maior probabilidade de encontrar um elétron. Todo orbital do atomo de
hidrogénio é definido pelos numeros quanticos: n, | e m;, conforme as solucdes obtidas
da equacdo de Schrodinger. O nimero quéantico principal n indica o nivel de energia. O
namero quantico de momento angular [ esta relacionado com a forma do orbital. Ja, o
namero quéantico magnético m,; esta relacionado com as orientagdes dos orbitais no

espaco.

O atomo de hidrogénio é um atomo constituido por um préton e um elétron.
Entretanto, como a massa do proton € muito maior do que a do elétron e considerando a
velocidade do préton baixa, a energia total do atomo de hidrogénio pode ser dada
somente pela soma da energia cinética do elétron (massa m) com a energia potencial do

sistema préton-elétron, ou seja,

=E (1.5.1)

2m 4TTEGT
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onde r representa a distancia entre o elétron e o préton; p, € o momento linear do

, e? . .
elétron; ——— corresponde a energia potencial entre as cargas.
0

O ponto de partida para encontrar a energia minima necessaria para transferir um
elétron para outro nivel energético superior é encontrar a funcdo de onda
Y(r, 0, @) correspondente a equacdo de Schrddinger independente do tempo para o

atomo de hidrogénio, dada pela expressao:

Y = EY (15.2)

2m ATTEQT

cujo operador de Laplace 72 é tratado em coordenadas esféricas,

2 _ T d 2 d 1 i 1 (sen@ /de)
l/)(T' 0, (P) r2 [dr (T dr) + sen?6 d?¢ + l/)(T' 0, (,0)

sen@

(1.5.3)

Obtendo as derivadas necessarias e substituindo na equacéao geral (1.5.2) obtém-

Se.

2
RO d*® cos6 d®+d®12)RCI)]R®CD—(E V)R@CD

[ @CI) + G)CD r2 + rzsenzed_(pz (rzseneﬁ doz

2m

(1.5.4)

Através do método de separacdo de variaveis, encontra-se a funcdo de onda total
Y(r, 8, @) correspondente a R(r)0(0)P(¢), (veja o desenvolvimento detalhado no
Apéndice C), representada por:

W(r,0,9) = e /nao (nao) L2 (nz—;o) - (senB)™Fyjpm(cos 0) - e™® (1.5.5)

onde, Fy;m|(cos 0) sdo as fungdes associadas de Legendre.

Apos determinada a funcdo ¥ (r, 0, @), encontra-se a energia E substituindo os
valores correspondentes de R,,;, 6,,, € ® na equacdo (1.5.4) e sequencialmente na

equacéo (1.5.1) chegando a:
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me* 1
2(41ey)%h2 n2

E,=-— (1.5.6)

_ c? Nm?
onde g, = 8,9-10712—— 02
N Cc2

"h=663-10"12Js: k =9-10

m2’

Nota-se que a energia E, depende unicamente do numero principal n.
Considerando o menor estado energético, sendo n=1, encontra-se a energia minima para
excitar um elétron para a segunda camada k, dada por:

13,6eV
E =

n

n2

onde 1eV = 1,6 10719
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CAPITULO 2

2.1 EXCITONS

Classifica-se como éxciton um estado ligado formado por um elétron e uma
lacuna vinculados através de uma atracdo Coulombiana. Consequentemente, esta
atracdo faz com que o comportamento dos éxcitons seja semelhante ao atomo de
hidrogénio, de modo que, a lacuna desempenha a funcao do ndcleo no lugar do préton.

O éxciton pode transportar energia, entretanto ndo transporta carga elétrica liquida.

Existem dois tipos de éxcitons: Exciton de Wannier-Mott e éxciton de Frenkel.
A classificacdo de ambos esta diretamente relacionada as propriedades do material,
avaliadas através da constante dielétrica . A classe que realmente serd abordada neste
trabalho refere-se aos éxcitons de Wannier-Mott, pois estes s&o comumente observados
em semicondutores, enquanto o0s éxcitons de Frenkel sdo observados em materiais

isolantes.

A distancia média entre o elétron e a lacuna, correspondente ao éxciton de
Wannier-Mott, é relativamente grande conferindo baixa energia de ligacdo entre os

portadores. Além disso, grande mobilidade através do cristal, representada por um vetor

de onda k. Ja os portadores que constituem os éxcitons de Frenkel permanecem sobre a
mesma célula unitéria, pois a distincia média entre eles € muito pequena,
proporcionando maior energia de ligagcdo, porém baixa mobilidade através do cristal,

conforme ilustrado pela Figura (5).

Exciton de )
Wannier-Mott Exciton de Frenkel

Figura 5: Esquema representando Excitons de Wannier-Mott e Excitons de

Frenkel.
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Por serem compostos por particulas de cargas opostas, 0s éxcitons tornam-se
eletricamente neutros, ou seja, ndo contribuem efetivamente para a condutividade

elétrica do material.

O modelo que descreve os estados ligados do éxciton é semelhante ao de um
atomo hidrogendide, onde o Hamiltoniano é escrito em termos do movimento do centro
de massa do sistema e da interagcdo Coulombiana entre o elétron e a lacuna, através da

aproximacdo de massa efetiva, [5]

2 2 2
[_h_Vg — = - V% - - Yex = Etey (2.1.1)

2m;, 2mj, 4T€|Pe—Th|
onde m; e mj, sdo as massas efetivas do elétron e da lacuna, respectivamente;

Através de uma mudanca de variaveis,

r=7,—1, (2.1.2)

= ske+mik
k = w (2.1.3)
Mme+my
R = MeTetmirn (2.1.4)
Mme+my
k=k,+ky (2.1.5)
E possivel mostrar que o Hamiltoniano adquire a sequinte forma,
hZKZ h2k2 2
— KT { —_ ea} (2.1.6)
2(mg+my,) 2my 4me|r|

onde o primeiro termo refere-se a0 movimento do centro de massa do sistema elétron-
lacuna, com massa total dada pela soma das massas efetivas (m; + m;,) e o termo entre

parénteses refere-se ao movimento relativo com massa reduzida m;. dada por:

R I 2.17)

my mg  my
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que é notadamente uma equacao do tipo da equacdo associada ao atomo de Hidrogénio.

Como o sistema é exato, pode-se calcular a energia E associada a este Hamiltoniano,

[5].

2.2 PONTOS QUANTICOS (QUANTUM DOTS, QDs)

A classificacdo de um nanocristal semicondutor como um ponto quantico esta
diretamente relacionada com o seu tamanho R e com o raio de Bohr do éxciton, ag.

Quando o tamanho dos nanocristais € inferior ao valor de ag, dado por

ag =h2—s<1 + 1) 2.2.1)

2 * *
ez \mg my

caracteriza-se um ponto quantico; geralmente seus diametros variam entre 2 a 10 nm,
contendo cerca de 100 atomos. Os QDs foram descobertos no inicio dos anos 1980 por
Alexei EKimov numa matriz de vidro, [6] e por E. Brus em solugdes coloidais, [7].

A principal caracteristica destes nanocristais € a possibilidade de controlar o
comprimento de onda dos picos de absor¢do e de emissdo variando 0s seus tamanhos.
Isso ocorre porque a expressdo E = hc/A relaciona o comprimento de onda com a energia

E do éxciton (dependente do raio R do nanocrital).

Em outras palavras, quando os QDs sdo expostos a luz os pares elétron-lacuna
séo excitados e fluorescem. Se o tamanho do cristal diminui, a diferenga de energia
entre o topo da banda de valéncia e o fundo da banda de conducdo aumenta e, portanto
uma energia maior é necessaria para se excitar um QD. Quando o cristal volta ao estado
fundamental fotons sdo liberados com a energia de excitagdo que € inversamente
proporcional ao comprimento de onda da radiacdo emitida. Consequentemente,
diferentes cores podem ser emitidas pelo mesmo material simplesmente pela alteragéo

do tamanho do QD, migrando do vermelho para o azul, ao passo em que sdo reduzidos.
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Nesta escala, os QDs manifestam o confinamento quantico tridimensional dos
éxcitons. Um modelo simplificado assume que o Hamiltoniano do sistema considera a
interagdo Coulombiana entre o elétron e a lacuna do éxciton, numa esfera
semicondutora de raio R e constante dielétrica &, na aproximacéo de massa efetiva. O
confinamento revela-se pela aproximacéo de poc¢o de potencial com barreira infinita. O
Hamiltoniano é descrito em termos do movimento do centro de massa do éxciton e do
movimento relativo, configurando-se o problema como o de um “atomo de hidrogénio
confinado”. O espectro de estados ligados pode ser obtido por métodos numéricos ou

por métodos aproximativos, como o método variacional, [8].

O operador Hamiltoniano associado a equacao de Schrodinger é dado por

2 2 2
H=-2_p2_20 72— =t V(1) (2.2.2)
—Th

2my 2my, €lTe
Com as condicdes de contorno impostas na funcdo de onda tem-se
Parar <R
V(ir)=0 (2.2.3)
Parar > R
V(r) = o (2.2.4)

Isso significa que o éxciton € considerado livre com V(r) = 0 dentro do Ponto
Quantico, onde r < R delimita o confinamento. Por outro lado, r > R equivale a parte

externa dos QDs, sendo a energia potencial considerada infinita.

Através desta aproximacao a variacao da energia do gap mostra sua dependéncia

ao raio R do éxciton, dada por, [7]

nem? [ 1 1 1,8e?
AE, = ”( + )— ° (2.2.5)

2R%Z \mg;  my ER

onde o primeiro termo refere-se a energia devido ao confinamento e o segundo termo

devido & interacdo Coulombiana do elétron-lacuna [1,9]. Note-se que ambos 0s termos
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aumentam a energia com a diminuicdo de R. Embora seja uma aproximacgéo
simplificada, 0 modelo demonstra claramente a dependéncia do tamanho do QD com a
energia do gap, que é inversamente proporcional ao comprimento de onda de excitagao

do éxciton e emissdo de luz por recombinacéo.

O confinamento quantico altera as caracteristicas no semicondutor, limitando a
movimentacdo de elétrons, lacunas e éxcitons ao interior da sua prépria estrutura. Isto
faz com que a energia cinética destes portadores de carga aumente significativamente.
Além disso, resulta na quantizacdo da energia, alterando a densidade de estados, que se

tornam discretos.

O método variacional € aplicado para obter os estados de energia de um atomo
de hidrogénio confinado. Como exemplo, mostramos a Tabela 1 com valores de energia
de gap para Pontos Quanticos de GaAs, [8]. Nota-se claramente que a energia de gap

diminui a medida que o raio de confinamento R aumenta.

Tabela 1: Resultados de energia de gap em unidades de Rydberg para
diferentes valores de raio de confinamento R em unidades de comprimento de raio
de Bohr agp.

Raio de confinamento (R) | Energia (E), [8]
0,1 940,688
0,5 29,571
1 4,7565
2 -0,25
3 -0,84706
4 -0,96509

Para Pontos Quanticos de GaAs o valor da massa efetiva do elétron e a sua

constante dielétrica sdo m; = 0,067m e € = 12,9, respectivamente. O raio de Bohr

2

ap = —— corresponde a 9,87nm. A unidade de energia é Rydberg,

R, = m'e*/2h%e? = e? /2eay equivalente a 5,83 meV.
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CONCLUSAO

Os Pontos Quanticos sdo materiais semicondutores que devido ao seu tamanho
diminuto apresentam caracteristicas muito diferentes do semicondutor bulk. Estas
estruturas apresentam o confinamento dos éxcitons, configurando o problema como um
atomo de hidrogénio confinado. O estudo dos aspectos tedricos dos QDs avalia a
energia de gap através de um método numérico ou de um método aproximativo como o

método variacional.

O confinamento quantico tridimensional dos éxcitons faz com que a energia de
gap seja diretamente relacionada com o tamanho da estrutura e inversamente
proporcional ao comprimento de onda. Ao contrério dos QDs, os semicondutores do
tipo bulk, cujo grau de liberdade dos portadores é tridimensional, possuem um espectro
de emissdo e de absor¢do dependente da composicdo quimica de cada elemento.
Adicionalmente, o confinamento quantico faz com que a energia dos éxcitons seja

discreta e ndo mais em bandas de energia.
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ANEXO A

TEORIA DE BANDAS: MODELO DE KRONIG-PENNEY

Considerando o comportamento de um Unico elétron, cuja energia cinética E é
maior que a energia potencial, ou seja, (E > V,), na regido 0 < x < a tem-se que 0
potencial aplicado a particula é nulo, ou seja, V(x) = 0, de forma que ela pode ser
considerada livre.

_PdNa_ gy g (A1)

2m dx2

A funcgdo de onda que satisfaz a condicdo de Bragg é dada pela expressdo (A.2),
onde, por meio de uma combinacfo linear tem-se uma onda que é refletida B,e ¥ e
ikx

outra A,e™* que se propagam para a direita transpondo as barreiras.

Pa(x) = Ae™ + B,e ™ = A sen ax + B, cos ax (A.2)

Substituindo yr,(x) na equacdo (A.1) temos ¢ = vV2mE/h
Na regido compreendida em —b < x < 0 a particula estd submetida a

uma energia potencial, V(x) = V,. Assim,

— 2 L (W — E)p = 0 (A3)

2m dx?

Cuja funcdo de onda correspondente também é composta por uma combinacao

linear, dada por:
Pp(x) = Apel™ + Bye ¥ = Aysen Bx + By, cos Bx (A.4)

Ao resolver a equacdo (A.3) através da funcdo de onda y,(x) temos B =

J2m(E — V) /h

As condigbes de contorno deste problema devem obedecer aos seguintes

critérios:
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1. Continuidade das funcdes , e Y, de onda em x = 0, ou seja,
Pa(0) =y, (0) (A.5)
2. Continuidade das derivadas das respectivas funcoes:
Wa'(0) = U, (0) (A.6)
3. Periodicidade da funcdo de onda de acordo com o Teorema de

Bloch: Funcdo de onda modulada por uma funcéo periodica que reflete o efeito

do potencial cristalino.

Pp(—b) = e~ K@Dy, (a) (A7)
4, Periodicidade da derivada:
' (=b) = e K@Dy (a) (A8)

Através das relacbes de continuidade e periodicidade das funcdes obtemos as

seguintes equacdes:
A, senaa + B, cosaa = eik(a“‘b)[—a%sen b — B, cos Bb] (A.9)

aA,cos aa — aB, sen aa = eX@+D)[qA_cos Bb + BB, senfb] (A.10)

As equaces (A.9) e (A.10) podem ser acopladas numa matriz dada por:
a . .
A, (sen aa + g sen Bb - e‘k(a“’)) + B,(cos aa — cos Bb - eK@*P)) = 0

A, (acos aa — acos b - ek@+P)) — B_(asen aa + Bsen Bb - ek@+P)) = 0
(A1)

Dessa forma,
. 2 2 .
a1+ e?ik@b)) 4 [senaa - senf3b (B%) — 2acosaa- cost] elk@+b) — ¢
(A.12)

Dividindo a tltima equag&o por —2a:

2402 eik(a+b)_|_e—ik(a+b)
— I3Tsenona senfb + cos aa - cosfb =

: (A.13)



eik(a+b)  o—ik(a+b)

Sendo cosk(a + b) = .

Substituindo:

2+0(2

senaa - senfb + cos aa

- cosBb = cosk(a + b)

30

(A.14)
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ANEXO B

MASSA EFETIVA

A partir da velocidade de grupo v, = d,,/d, e do momento linear da particula

p = muvy,, sendo p = kh tem-se que

Vg = e =1 (Bl)
Substituindow = =,
_de1l
Ug = aﬁ (BZ)

Se o elétron for submetido a uma forca F, sua energia varia dE durante um

percurso dx. Portanto, dE = Fdx. Substituindo em (B.2),
Fdx =v,-h-dk (B.3)
Sendo dx = vdt é obida a expressdo
dk
F = hE (B.4)

onde hk é identificado como o momentum da particula. E possivel encontrar a
aceleragdo através de a = dv,/dt,
d’E 1

dkdt h (B.5)

a =

Assim, encontra-se uma relacdo entre dk/dt e a aceleracdo a, multiplicando e
dividindo a equacéo (B.5) por dk e substituindo em (B.4), tem-se:
F = ‘a (B.6)

Portanto, a massa efetiva do elétron é determinada pela expresséo:
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(B.7)
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ANEXO C

ATOMO DE HIDROGENIO
A energia total do atomo de hidrogénio é:

2 2
e & —F (C.1)

2M, 4megT

2
onde o potencial elétrico V ¢ igual a —%”, dependente somente de r equivalente a
0

distancia entre as cargas.

A equagcdo de Schrodinger poderé ser escrita como
h2
——V?Y + VY = EY (C.2)
2m

onde cujo operador de Laplace V2 em coordenadas esféricas é

2= 1|4 (rz i) 1 a 1 d(sen6%/40) (C3)

2 [ar dr sen?6 d2¢ = senf do

Apds substituir a equacdo (C.3) em (C.2) é necessario escrever a funcdo de onda
1 como um produto de trés funcdes, Y(r,08,¢ ) = R(r)0(0)P(p).

n2(1d/,d 1 d? 1 d(sen69/yp)
" 2m ﬁ%( E) r2sen?6d?¢ +rzsen9 do RGP ()
= (E-V)R(r)6(0)®(p)
(C.4)

onde R(r) representa 0 movimento radial de afastamento do elétron. ®(¢) é uma funcédo
que demonstra a posicao polar do elétron. E ©(6) mede a posi¢do azimutal da trajetoria

do elétron.
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O primeiro passo para resolver a equacéo (C.4), é encontrar as derivadas parciais
necessarias, assim

A ZIRMBOO()] = 005

B. ii(er(R_w) =0Qd [Ed_R+ClZ_R]

r2dr dr rdr = dr?
C 1 d?(Red) RO d’O
) r2sen?6 d2¢  rlsenf d(pz
2 [send 2590 = pop [ cos0 22 a0
D. m [sen@ o | = R®[cosb— + senf —

Substituindo A, B, C e D na equacéo (C.4) tem-se,

h? [2 dR d*R RO d*® <cos@ de d*e 1

——|20d— + 0D a6 Tagzz)RP| = E
o |7 0% TP r2sen?6 de? rzsen9d9+d92r2) l =0

(C.5)
- —2mr2sen?0
Multiplicando (C.5) por —Zros
2 2r dR N r?d?R N d?d 1 N senfcos6 dO N sen?0 d?*0 RO
SN\ R ar TRarz) Tdpr o ® do ' © doz
2mr?sen?6
=—E-N——
(C.6)
Organizando,
2 2r dR N r?d?*R senfcosf dO N sen?6 d*0 FE-T) 2mr?sen?0
S\ R @r TR dr? ® do' © doz h2
o1
T de?d
(C.7)

Como o lado direito depende somente de ¢ e o esquerdo depende de r e 6 a

solucdo comum deve ser uma constante chamada de —m, 2.
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Assim,

d? o

dp? = mlzq) (C8)

Supondo que @ = e*? ou que ® = e~*®. Substituindo em (C.8) tem-se as raizes

do polinémio
a=tim (C.9)

Na equacdo (C.9), m; € o nimero quéntico magnético, que indica a orientagdo
dos orbitais no espaco. Ao substitui-la em @ encontra-se a funcéo de onda do atomo de

hidrogénio, dependente de ¢

d = el™® (C.10)
Onde ¢ variade 0 a 2x.
Reescrevendo,
2p(2rdR | T d?R senfcosf d® | sen 20 d%e 2mr?sen?6 2
senH(R dr Rdr2)+ o a0 o d62+(E ) = M
(C.11)

Dividir a equagdo (C.11) por sen?6 permite uma nova separacéo de variaveis:

2rdR . r*d?R 2mr? m>  cotd d®  1d°0
——+—— E-V = ———— C.12
R dr + R dr? ( ) T sen?6 © df © dp? ( )

Agora nota-se que o lado esquerdo depende somente de r e o lado direito de 6,
representados pelas fungdes g(r) e f(8), respectivamente. De modo que, os dois

membros devem ser iguais a uma constante, que sera chamada de [(1 + 1). Assim,
g =f(O)=1l+1) (C.13)
Multiplicando g (r) por % encontra-se a equacao radial, dependente apenas de R.

2 dR 2mR

rdr

=10+1)5 (C.14)
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Multiplicando f(8) por © encontra-se

d?e

m12® _
de?

sen26

+ cotd == — I(1+1)0 (C.15)
A solucdo que satisfaz a equacdo (C.14), dada em termos dos polindmios de

Laguerre, pode ser escrita da seguinte forma:

T /1! 2r
ru) = ) s ()
n,l( ) nag n—-1-1 na,

4megh? L 2
onde ay = ——2=; (—) 121, (=) corresponde a constanter.
0 n—-Il-1 nag

m2 ' \nag

Por outro lado, a funcdo de onda que satisfaz a equacdo (C.15) é dada através

dos polinbmios de Legendre,
O1m(0) = (senB)™Fyjy cos (6) (C.16)

onde [ =|m||m|+1,Im|+2,|m|+3,.. e onde Fy,cos(f) sdo as funcOes

associadas as funcdes Polinomiais de Legendre (Tabela 2).

Tabela 2: FuncGes Polinomiais de Legendre

1=0 1=1 1=2 1=3

m;=0| Fpo=1 Fio= cos 6 Fy0 =3cos?0 —1 | F3o =5cos30 — 3cos 6

m; = Fi1=sen® F,, = senfcos 0 | F3; = (5cos?0 — 1)sen 6
m; =2 F,, = sen?0 F3, = cos Osen?6
m; = F33 = sen36

A solucéo geral para o &tomo de hidrogénio é:
Y(,6,9) = Ry 1(1)0,,(6)P () (C.19)

onde, substituindo as expressdes correspondentes obtém-se
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- l .
Y(r,0,p) =e mnao (L) L2+ (nz—aro) - (senB)™Fyjy, cos (0) - e™?®  (C.20)

nap

Para se determinar a energia E € necessario retornar as derivadas B, C e D,
substituindo os valores correspondentes de R, ;, 0,,, € ®. Arbitrariamente, foram

considerados 0s nimeros quéanticos: n = 2,1 = 1 e m; = 1. Assim,

o (2

2
4a, ra,

Substituindo na equacéo (C.2) chega-se a

e4

~ 8(4me )’



